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Tiivistelmä 
Frèmond ja Mikkola ovat johtaneet matemaattisen mallin vedellä täysin 
kyllästyneen maan jäätymiselle käyttäen kontinuumimekaniikan ja makro-
skooppisen termodynamiikan periaatteita. He ovat tarkastelleet jäätyvää 
maata raerungon, huokosveden ja huokosjään seoksena olettaen tuntematto-
mat funktiot jatkuviksi. Matemaattinen malli kykenee kuvamaan huokosveden 
jäätymisestä aiheutuvan imun, huokosveden ja lämmön siirtymisen sekä 
routanousun. Erityisessä termomekaanisessa mallissa raerunko oletetaan 
 kim moiseksi, huokosjää kimmo-visko-plastiseksi ja huokosvesi maarakeisiin 
adsorboituneeksi ideaalinesteeksi. Adsorption vaikutusta veden jäätymiseen 
 on  kuvattu konveksisella funktiolla, joka riippuu raerungon, huokosveden  ja
huokosjään tilavuusosista.  
Tässä työssä on tarkasteltu Mikkolan esitystä maan jäätymisen matemaatti-
sesta mallintamisesta. Maan jäätymisen fysikaalista ilmiötä  on selvitetty. 
Yksiulotteisen tapauksen yhtälöt on muodostettu. Termisestä, hydraulisesta 
 ja  mekaanisesta osasta koostuva tehtävä on ratkaistu elementtimenetelmällä. 
Esimerkkejä on laskettu käyttäen vertailu kohteena erästä routanousukoetta. 
Matemaattinen malli näyttää lupaavalta, koska lasketut tulokset vastaavat 
 varsin  hyvin koetuloksia. Laskelmat osoittavat myös  mallin jatkokehittelyn 
 tarpeen. 
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soil and its computer implementation. Helsinki 1994, Finnish National Road Administration. Research 
report 45/1994, 74 p. + app. 33 p, ISBN 951-47-9437-0, ISSN 0788-3722,  TIEL 320 0254. 
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Abstract 
A mathematical model for the freezing of saturated soil has been derived by 
Frèmond and Mikkola using the basic principles of continuum mechanics and 
macroscopic thermodynamics. They have considered the freezing soil as a 
mixture of skeleton, pore water and pore ice a'suming the unknown functions 
be continuous. The model is capable of describing the cryogenic suction, the 
water and heat nsport and the frost heave, ln specifying the model the 
skeleton is assumed to be elastic, the pore ice elastic-viscoplastic and the 
pore water ideal liquid adsorbed to the grains. Te effect of the adsorption on 
the freezing of water has veen described by a convex function depending on 
the fractions of the skeleton, the pore water and the pore ice. 
ln this work Mikkola's presentation of the mathematical modeling of the 
freezing of soil has bee2 examined. The physical phenomenon of the freezing 
of soil has been elucidated. The one-dimensional Jormulation of the equations 
- 
has been carried out. The coupled problem involving thermal, hydraulic and 
mechanical parts has been solved using the finite element method. Some 
examples have been calculated for comparison with the results of the frost- 
heave test. 
The model seems to be promising because the calculated results are in a 
reasonable agreement with experimental ones. The calculations revaled the 
need for further development of the model. 
PJkusanat 
Tämä työ on tehty Teknillisen korkeakoulun rakenteiden mekaniikan laborato-
nossa professori Martti Mikkolan johdolla liittyen Tielaitoksen Geokeskuksen 
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Maan jäätyminen on otettava huomioon maa- ja pohjarakenteiden suunnitte-
lussa sekä maa- ja pohjarakennustöiden toteutuksessa taMolosuhteissa. 
Maan jäätyminen ja etenkin routiminen voivat aiheuttaa merkittäviä vaurioita 
rakennusten pohjarakenteisiin, putkijohtoihin, teiden, katujen  ja rautateiden 
rakenteisiin sekä muihin maarakenteisiin. Maan jäädyttämistä käytetään 
lujitusmenetelmänä ja veden liikkeiden estäjänä. 
Jäätyvä maa on monikomponenttinen systeemi koostuen mineraalipartikkelien 
muodostarnasta raerungosta, ilmasta sekä  veden kolmesta faasista: neste-
mäinen vesi, vesihöyry ja jää. Maan huokosissa olevasta vedestä  osa on 
adsorboitunut mineraalipartikkeleihin  ja osa on vapaata liikkuen huokosveden 
paineen ja painovoiman vaikutuksesta. 
Maa routaantuu, kun maan huokosissa oleva vesi jäätyy. Routaantuminen 
muuttuu routimiseksi, mikäli huokosveden jäätymisestä aiheutuu imu, ja imun 
 seurauksena jäätymisvyöhykkeeseen virranneen  veden jäätyminen aiheuttaa
huokoisuuden kasvun ja routanousun. Routiminen  käynnistyy, kun lämpötila 
laskee alle normaalin jäätymispisteen (0 °C) ja mineraalipartikkeleihin adsor-
boitunut huokosvesi jäätyy. Routimisen voimakkuuteen vaikuttavat lähinnä 
mineraalipartikkelien ominaisuudet, maan huokoisuuden jakautuminen, 
vedenläpäisevyys ja vesipitoisuus. 
Maan routimisilmiötä on kuvattu monilla teorloilla. Kujalan (1991) mukaan 
merkittävimmät käytössä olevat teoriat ovat kapilaannen teoria, sekundään-
nen routateoria, adsorptiovoimaan perustuva teoria, osmoottinen teoria, 
hydrodynaaminen teoria ja segrekaatiopotentiaalin käyttöön perustuva teoria. 
lisäksi esimerkiksi Blanchard & Frèmond (1985) ovat esittäneet teorian, joka 
perustuu olettamukseen, että maan huokoisuus riippuu lämpötilasta. Käytän-
nön tehtävissä maan routimista arvioidaan myös matenaaliominaisuuksien 
perusteella. WI/jams/n (1991) mukaan huokosveden jäätymisilmiö ei ole vielä 
kuitenkaan täysin selvitetty. 
Frèmond'nja Mikkolan (1991) kehittämä matemaattinen  mallin vedellä täysin 
kyllästyneen maan jäätymiselle perustuu kontinuumimekaniikan  ja makro-
skooppisen termodynamiikan periaatteisiin. He ovat käsitelleet jäätyvää maata 
kolmikomponenttisena seoskontinuumina operoiden raerungon, huokosveden 
 ja huokosjään tilavuusosien  avulla. Yleisistä säilymislaeista on käytetty 
 massan  säilymisen periaatetta, liikemäärän taseen periaatetta ja energian 
 taseen periaatetta. KonstitutiMset yhtälöt  on johdettu käyttäen termodynamii
-kan  toista pääsääntöä eli entropian kasvun periaatetta valitsemalla sopivat 
vapaan energian ja dissipaatiopotentiaalin lausekkeet. Malli kykenee kuva- 
maan huokosveden jäätymisestä aiheutuvan imun, huokosveden  ja lämmön 
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JOHDANTO 
siirtymisen sekä routanousun. Erityinen termomekaaninen malli  on esitetty 
routivan maan jäätymiselle. 
Tämän työn tarkoituksena on selvittää vedellä täysin kyllästyneen maan 
jäätymisen FrOrrnd'n ja Mikkolan mukaista matemaattista mallintamista sekä 
soveltaa routivan maan jäätymisen termomekaanista mallia yksiulotteisen 
tapauksen tarkastelussa. Termomekaanisesta mallista formuloitu routimisteh-
tävä on  ratkaistu yksiulotteisessa tapauksessa elementtimenetelmällä käyt-
täen Galerkinin keinoa paikan dimensiossa  ja epäjatkuvaa Galerkinin keinoa 
ajan dimensiossa. Epälineaansuudet  on ratkaistu Newton-Raphsonin menetel- 
J 1 	 -- J._L..Å... L.... .LJ........ . ......g....:I. .I...L4.-..-........ • 
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2 MAAN JAATYMISEN FYSIIKKAA 
Maan jäätyminen on usean fysikaalisen ilmiön summa. Ilmiöitä ovat lämmön 
siirtyminen, faasinmuutos  ja aineen liike. Maan jäätymistä on havainnollistettu 
kuvassa 1, jossa on esftetty myös aiheeseen liittyvää käsftteistöä.  
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Kuva 1: Maan jäätymisen havainnollistaminen.  
Maan jäätyminen on eräänlainen ketjureaktio: kun maa jäähtyy riittävästi, 
maan huokosissa oleva vesi alkaa jäätyä; veden jäätyminen aiheuttaa 
sopMssa olosuhteissa imureaktion; riittävän voimakas imu saa aikaan veden 
 virtauksen jäätymisvyöhykkeeseen; virranneen  veden jäätyminen jäätymis-
vyöhykkeessä ja jään vettä suurempi tilavuus pakottavat maan huokosia 
laajentumaan muodostaen sopivissa olosuhteissa jäälinssejä; huokoisuuden 
kasvu aiheuttaa raerunkoon siirtymiä, mikä havaitaan routanousuna. Maan 
jäätymisen yksi ja ehkä olennaisin piirre on, että osa maan huokosissa 
olevasta vedestä ei jäädy, vaikka lämpötila laskee  alle jäätymispisteen (0 °C) 
(Vlnlliams 1967, Kujala 1991). Maan huokosveden jäätymistä nimitetään 
maan routaantumiseksi, kun taas maan katsotaan routivan,  jos edellisen 
lisäksi jäätymisestä aiheutuu raerungon siirtymiä. 
2.1 Jäätyneen maan olomuoto 
Jäätynyt maa on monimutkainen useasta en faasista koostuva epähomo-
geeninen seos. Faasilla tarkoitetaan systeemiln kuuluvaa tarkasti rajattua 
homogeenista osaa. Kun jäätynyttä maata tarkastellaan makroskooppisesti, 
 sen faaseiksi  voidaan rajata raerunko, huokosvesi, huokosjää  ja huokosilma.
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Näistä kutakin voidaan pitää edelleen mikroskooppisefla tasolla seoksena: 
raerunko koostuu enlaisista mineraalipartikkelista sekä orgaanisista aineksista 
 ja yhdisteistä; huokosvesi  on vesimolekyyleistä, erilaisista loneista ja orgaani-
sista yhdisteistä koostuva liuos; huokosjää syntyy vesimolekyylien kiteytyessä 
erilaisten epäpuhtaushiukkasten ympärille; huokosilma on vesihöyryn ja 
 erilaisten kaasujen seos. Seuraavassa tarkastellaan lähemmin  raerungon, 
huokosveden ja -jään maan routivuuteen vaikuttavia tärkeimpiä ominaisuuksia 
 mikroskooppisella  tasolla. 
2.1.1 Raerungon rakenne 
Raerunko rakentuu eri kokoisista ja tyyppisistä mineraalipartikkeleista,  joista 
maan routivuuteen eniten vaikuttavat savimineraalit, kun taas karkearakeisten 
maalajien mineraalipartikkelit  vaikuttavat lähinnä maan  lujuusominaisuuksiin. 
Maalajin sanotaan olevan routiva, kun se sisältää riittävästi savimineraaleja. 
Savimineraalit ovat pieniä kolloidihiukkasia, joille on ominaista suuri ominais
-pinta-ala ja negatiivinen pintavaraus. Varaustasapainon saavuttamiseksi 
 rrrneraalipartikkelit adsorboivat pinnalleen vesimolekyylejä  ja kationeja. Savi-
mineraalien pinta voi olla paikallisesti myös positiivisesti varautunut, jolloin ne 
 adsorboivat pinnalleen anioneja.  Tällä on todettu (Kujala 1985) kuitenkin
olevan merkitystä vain happamissa olosuhteissa. 
Savimineraaleista koostuvan raerungon rakenne määräytyy mineraalipartikke
-lien  välillä vallitsevien veto-ja poistovoimien yhteisvaikutuksesta sekä vallitse
vasta jännitystilasta. Partikkelit vaikuttavat toisiinsa suoran kosketuksen, 
 adsorptioveden  ja ns. sähköisen kaksoiskerroksen kautta. Karkearakeisten 
maalajien mineraatipartikkelien välillä ei ole vastaavan tyyppistä  sähkökemial
-lista  vuorovaikutusta, vaan raerungon oletetaan koostuvan toisiinsa kosketta
-vista  enilisistä partikkeleista. Käytännössä raerunko on useimmiten edellisten 
 sekamuoto.  
2.1.2 Huokosveden sitoutuminen  
Huokosveden eräs olennainen ominaisuus on sen atomien ja molekyylien 
sähköinen varautuminen: vesimolekyylin vetyatomit ovat positiivisesti osittais
-varautuneet  ja happiatomi negatiivisesti osittaisvarautunut; ioneista kationi  
(Ca2 , Mg, H, K, Na) ovat positiivisesti ja anionit (SO42- , C, HCO3 ) 
negatiivisesti varautuneet. Kun lisäksi  vesimolekyylit ja ionit ovat kosketuk-
sissa mineraalipartikkeleihin, joilla on joko negatiivinen tai positiivinen pintava-
raus, pyrkivät vallitsevat varauserot tasoittumaan. Vastakkaismerkkiset 
 varaukset vetävät toisiaan puoleensa muodostaen  sidoksia, joilla on lähtöai-
neita alempi varaustaso. Syntyneet sidokset ovat ns. heikkoja sidoksia, jotka 
 muodostumistavan  mukaan jaetaan vetysidoksiin ja ns. van der \/'alsin
vuorovaikutuksiin (Kivinen & Mäkitie 1978). Vetysidos esiintyy silloin, kun vety  
Maan routimisen telTnomekaaninen malli ja sen laskelmat 
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on samanaikaisesti sitoutunut kahteen  tai useampaan elektronegatiiviseen 
atomiin. Van der Waalsin vuorovaikutuksista tärkeimmät ovat ioni-dipooli, 
dipooli-dipooli ja dispersiovuorovaikutus. 
Huokosveden sitoutumisesta on useita en teorioita (Kujala 1985). Mineraali-
partikkelien, vesimolekyylien ja ionien välisiä todennäköisimpiä sitoutumis
-muotoja ovat  (kuva 2): 
(1) Vesimolekyylit kiinnittyvät suoraan mineraalipartikkelin pintaan joko vety
-sidoksilla negatiMsesti varautuneen  tai van der VVaalsin voimien välityk
-sillä  positiMsesti varautuneen mineraalipartikkelin pintaan.  
(2) Vesimolekyylit kiinnittyvät ionien välityksellä mineraalipartikkelin pintaan. 
(3) Vesimolekyylit ja ionit muodostavat keskenään  polymeereja eli useiden 
molekyylien yhteenhiittymiä. Ionit ovat hydratoituneessa muodossa, jolloin 
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Kuva 2: Mineraalipartikkelien, vesimolekyylien ja ionien välisiä sitoutumis-
muotoja. 
Vesimolekyyhit ovat luonteeltaan dipooleja, joten ne pyrkivät järjestäytymään 
 energeettisesti  mandollisimman suotuisasti, mitä kutsutaan  ns. onentaatio-
efektiksi. Useimmille savimineraaleille on ominaista voimakas elektronegatiM-
suus, jolloin partikkelin pinnalle syntyvässä varauskentässä vesimolekyylit 
onentoituvat kentän suuntaisesti (vetyatomit kohti partikkelin pintaa) muodos-
taen ketjumaisia polymeerejä (Mitchell 1976). Toisaalta negatiMsesti varautu-
nut mineraalipartikkelin pinta vetää puoleensa huokosveden kationeja, jolloin 
niiden konsentraatio kasvaa partikkelin pinnan läheisyydessä. Syntyneen 
 konsentraatioeron  tasoittamiseksi vesimolekyyhit pyrkivät diffundoitumaan 
partikkehin pintaa kohti. Edellisten yhteisvaikutuksesta mineraalipartikkelin 
 pinnalle  adsorboituu ohut vesikalvo (Edlefsen & Anderson 1943, Jumiks 1966, 
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Tsytovich 1975, Kujala 1985). Adsorptiokerroksessa sitoutumisen voimakkuus 
laskee nopeasti vapaan huokosveden tasolle etäännyttäessä partikkelin 
pinnasta (kuva 3). Varsinaista rajapintaa adsorptiokerroksen ja vapaan 
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Kuva 3: Huokosveden sitoutuminen mineraalipartikkelin pintaan (Tsytovich 
 1975).  
Vesimolekyylien oletetaan (Young & Warkentin 1975) voivan liikkua suhteel-
lisen vapaasti mineraalipartikkelin  pinnan suuntaisesti. Ilmiö selittynee osaksi 
 sillä,  että partikkelin pinnan suuntainen varauskenttä on heikko. Esimerkiksi 
partikkelin pinnalle ketjumaisesti sitoutuneiden vesimolekyylien varaukset 
partikkelin pinnan suunnassa ovat samanmerkkiset, jolloin vesimolekyylit 
pyrkivät hylkimään toisiaan.  
2.1.3 Huokosjään kiteytyminen 
Jää on vetysidoksilla toisiinsa sitoutuneita vesimolekyylejä, mutta poiketen 
nestemäisen olomuodon rakenteesta jäässä vesimolekyylit ovat järjestäy-
tyneet kiteiksi, jolloin jään rakenne on avoimempi kuin nesteen. Siten jään 
tiheys on alhaisempi kuin nesteen. Jään eräs ominaisuus on, ettei se reagoi 
kemiallisesti epäpuhtauksien kanssa eikä muodosta pysyviä yhdisteitä niiden 
kanssa, vaan epäpuhtaudet kasautuvat muodostaen jäähän huokosia  ja 
 koloja (Leppä vuori 1973). Täten huokosveden vesimolekyylien ja  ionien 
välisten sidosten  purkautumista vaaditaan, jotta vesimolekyylit voisivat 
kiteytyäjääksi. Ilmiö havaitaan jäätymispisteen alenemisena. Yleensä huokos
-veden  ionien konsentraatio on niin alhainen, että jäätymispiste alenee vain 
 joitakin kymmenesosa-asteita  (WI/jams 1991). Sitä vastoin huokosveden
sitoutumisella mineraalipartikkelin pintaan  on huomattava vaikutus jäätymis-
lämpötilaan (kuva 4). 
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Kuva 4: Eräiden jäätyneiden maalajien suhteellisia vesipitoisuuksia lämpötilan 
funktiona (WI/jams 1991).  
Useissa tutkimuksissa (Lavrov 1969) on havaittu, että jään pintaa peittää ohut 
 vesikalvo,  jonka paksuus lähellä sulamispistettä on muutamia nanometrejä ja
 joka  ohenee lämpötilan laskiessa häviten kokonaan noin -30°C:ssa. Vesikal
-von  rakenteen oletetaan poikkeavan hyvin paljon tavallisesta veden raken
teesta, mikä mandollistaa  vesikalvon syntymisen jään pintaan.  
2.2 Faasinmuutoksen termodynamiikkaa  
Tarkastellaan faasinmuutosta ilrriöön  liittyvien energianmuutosten avulla. 
Taricastelu suoritetaan makroskooppisella tasolla käyttäen hyväksi termo-
dynarriikan pääsääntöinä tunnettuja luonnonlakeja. Systeerrin tilaa kuvaavat 
riippumattomat tilamuuttujat, joita ovat ns. kinernaattiset koordinaatit ak  ja 
 termodynaarrinen lärrötha  T. Tilarriiuttujat maanttävät tilafunktiot, joita ovat 
sisäenergia, vapaa energia ja entropia. 
Ensirrrnäisen pääsäännön mukaan on olemassa sisäenergia E(ak, 7) siten, 
että 
dE = dW ^ dQ. 	 (2.1) 
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Yhtälön (2.1) mukaan systeemin sisäenergian kokonaisdifferentlaali on 
 systeemiin tehdyn  diiferentiaalisen työn ja systeemin saaman diiferentiaalisen
 lämmön  summa. Jos systeemiin tehty työ on tilavuudenmuutostyötä (pVT 
systeemi, E(V,a...,S)), voidaan ensimmäinen pääsääntö kirjoittaa muotoon  
dE = -pdV + dQ . 	 (2.2) 
Usein termodynamiikassa systeemin tilan määrittämisessä käytetään sisä-
energian sijasta entalpiaa eli lämpösisältöä. Entalpian H(p,a...,S) määrittelee 
yhtälö 
H = E+pV, 	 (2.3) 
joten se myös on tilafunktio. 
Toinen pääsääntö puolestaan ilmoittaa, että on olemassa entropia S(ak,  7) 
 siten, että kaikissa todellisissa prosesseissa  
TdS ^  dQ 	 (2.4) 
Entropiaa voidaan pitää epäjärjestyksen mittana, joka kuvaa tilanmuutoksen 
 luonnetta. Lauseketta  (2.4) nimitetään myös entropian kasvun perlaatteeksi, 
 ja  se voidaan esittää edelleen (Ziegler 1983) muodossa  
dS = d (r)  ^ d s 	 (2.5) 
jossa 
= - 	 (2.6) 
T 
on yhtälön (2.5) reversiibeli eli palautuva osa, jota nimitetään systeemin 
 entropian saanniksi  ympäristöstä, kun taas  
d'S ^ o 	 (2.7) 
on sen irreversiibeli eli palautumaton osa, jota kutsutaan myös systeemin 
 eritropian  tuotoksi. 
Systeemin fysikaalisia ja kemiallisia muutoksia mitataan Gibbsin vapaan 
 energian  avulla. Gibbsin vapaa energia G(p,a..., 7) määritetään lausekkeena  
G = H-TS, (2.8) 
jossa entalpia ilmoittaa systeemin lämpösisällön ja entropia systeemin epäjär-
jestyksen suuruuden. Kun systeemin tila muuttuu,  se pyrkii toisaalta kohti 
 minimienergiaa eli suurinta stabiiliutta ja toisaalta kohti maksimientropiaa eli 
suurinta epäjärjestystä. Gibbsin energian muutos AG määrittää näiden 
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kanden vastakkaisen pyrkimyksen  välisen suhteen ja samalla ilmoittaa voiko 
prosessi tapahtua spontaanisti vai ei:  jos AG < 0, prosessi etenee spontaa-
nisti kirjoitettuun suuntaan; jos AG =0, prosessi on tasapainossa; jos AG> 0, 
 prosessi etenee spontaanisti käänteiseen suuntaan.  
2.2.1 Piiidas siloutiriaton vesi 
Faasinmuutoksessa Gibbsin  vapaan energian muutos määnttää faasinmuu-
toslämpötilan: kaksi faasia esiintyy samanaikaisesti tietyssä lämpötilassa, kun 
faasien Gibbsin vapaat energiat ovat yhtäsuuret (AG = 0) (kuva 5). Siten 
esimerkiksi veden ja jään välillä jäätymispisteessä vallitsee yhteys 
dG1 = dG . 	 (2.9) 
Veden jäätyminen on Ehrenfestin (Swahn 1972) mukaan ensimmäisen asteen 
faasinmuutos, jolloin faasinmuutosiämpötilassa Gibbsin vapaa energia on 
 jatkuva, mutta  sen ensimmäinen derivaatta annetun tilamuuttujan (p,V,7) 
suhteen on epäjatkuva. Esimerkiksi lausekkeista 
/ÔG) 
[8(G/T)  1  = H 
/ a(1/T)J 
(2.10) 
nähdään, että systeemin entropiassa ja entalpiassa on epäjatkuvuus faasin
-muutoksessa.  
Veden ja jään välinen faasinmuutos  on tyypillinen reverslibeli prosessi, jota 
 voidaan termodynamlikan keinoin havainnollistaa seuraavasti.  Differential-
maila yhtälö (2.3) ja käyttämällä hyväksi yhteyttä (2.2) voidaan lauseke (2.6) 
 saattaa vakiopaineessa muotoon 
= 	 (2.11) 
T 
jonka integrointi jäätymispisteessä antaa lausekkeen 
, vesi 	 , vesi 
I 	d  (r)s = ±  I 	ciri . 	 (2.12) 
I TI 
Kirjoitetaan yhtälö (2.12) edelleen muotoon 
= 	, 	 (2.13) 
T0 
jossa entalpian muutosta on merkitty symbolilla L. Siitä käytetään nimitystä 
 veden sulamislämpö.  Jään sulaminen on endoterminen reaktio eli systeemi 
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sitoo lämpöä, joten yhtälön (2.13) oikea puoli on positiivinen. Vastaavasti 
 veden jäätyminen  on eksoterminen reaktio eli systeemistä vapautuu lämpöä, 
joten yhtälön (2.13) oikean puolen merkki vaihtuu negatiMseksi. 
Edelleen yhtälöiden (2.2) ja (2.6) avulla voidaan lausekkeen (2.8) diiferentiaali 
 kirjoittaa muotoon 
dG 	Vdp - SdT. 	 (2.14) 
Kun lauseke (2.14) sijoitetaan yhtälöön (2.9) ja saatuun lausekkeeseen 
sovelletaan yhtälöitä (2.11)...(2.13), saadaan lopulta veden ja jään välistä 
tasapainotilaa kuvaava, Clausius-Clapeyronin yhtälönä tunnettu lauseke 
Vdp - Vdp1 = - dT. 	 (2.15) 
22.2 Huokveden jäätyninen  
Edellä tarkastelthn ns. puhtaan, vapaan  veden faasinmuutosta, joka on rever-
siibeli ja isoterminen prosessi. Mutta kuten jo aikaisemmin (kuva 4, Wiliams 
1991)  todettiin, huokosvesi jäätyy asteittain. Tämä selittyy osaksi ionien 
hydrataatiolla ja  osaksi huokosveden sitoutumisella mineraalipartikkeleihin. 
Vesimolekyylien  sitoutuminen ionien kanssa laskee huokosveden Gibbsin 
vapaan energian tasoa, ja jotta ehto (2.9) toteutuisi, täytyy jäätymislämpötilan 
laskea (kuva 5). MItä suurempi on ionien konsentraatio ja mitä voimakkaam-
rrün vesimolekyylit ovat sitoutuneet ionien kanssa sitä alempi huokosveden 
vapaan energian taso on ja  edelleen sitä alhaisemman lämpötilan huokosvesi 
vaatii jäätyäkseen. Ionien hydrataatio laskee siis jäätymislämpötilaa, mutta 


















Kuva 5: Veden Gibbsin  vapaa energia lämpötilan funktiona ja ionien hydra
-taation  vaikutus jäätymispisteeseen (Kujala  1991).  
P 
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Adsorboituneen huokosveden jäälyrrisprosessin kulkua on havainnollistettu  
kuvassa 6. ,Ajatellaan, että huokosveden adsorptioon liittyy tietty sidosenergia, 
 joka  on rrittana sille, kuinka voimakkaasti huokosvesi on sitoutunut rrineraali-
partikkelin pintaan. Jotta adsorboitunut huokosvesi jäätyisi, tarvitaan sitoutu-
nisen purkarriseen tietty energia. Kun lärrpötUa laskee alle normaalin jääty
-nispisteen huokosveden  pysyessä nestemäisenä, joutuu huokosvesi alijääh-
tyneeseen tilaan. Tällöin faasien vapaiden energioiden välille muodostuu 
 lärrpötilan alenerrisesta  riippuva ero AG < 0. Kun energiaero AG on riittävä
suun sidosenergiaan nähden, tapahtuu spontaani,  irreverslibeli huokosveden 
jäätyrrinen. Mtä voimakkaarririn huokosvesi  on sitoutunut sitä suurerrpi 
energiaero AG vaaditaan, ja edelleen yhä alhaiserrpi lärrpötila tarvitaan, jotta 
 huokosvesi jaatyisi. Vastaavan tyyppistä ilrriötä ovat Ozava & Kinas/ta (1989)  
tutkineet kokeellisesti.  
C 
z 
LÄMPÖTILA T (°C) 
Kuva 6.' Mineraaiipartikkeleihin adsorboituneen huokosvedenjäälymisprosessi 
esitettynä Gibbsin vapaan energian avulla. 
Jäätymisprosessin irreverslibelius voidaan osoittaa tutkimalla systeemin 
 entropian  muutoksia (Swahn 1972). Täten edellä esitetty Clausius-Clapeyro-
nm yhtälä (2.15) ei tarkasti ottaen sovellu adsorboituneen huokosveden  ja 
 jään  välisen tasapainotilan kuvaamiseen.  
2.3 Veden liike 
Vesi voi liikkua jäätyvässä maassa kaikissa olomuodoissaan: vesihöyrynä, 
 nesteenä  tai jäänä. Veden liikettä voivat aiheuttaa lämpätilaerot, adsorp-
tiovoimat, kapillaariset voimat, osmoothset voimat, jäätymisessä syntyvät 
 imuvoimat  sekä ulkoiset voimat kuten esimerkiksi painovoima.  Edlefsenin &
Anderson/n (1943) mukaan on mandollista tarkastella veden liikettä Gibbsin 
 vapaan  energian avulla. Veden vapaan energian taso voidaan määrittää
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jäätyvän maan eri osissa, ja mikäli se on sama kaikkialla, vesi on levossa. 
Jos taas esimerkiksi osan A vapaa energia on suurempi kuin osan B, vesi 
alkaa siirtyä osasta A osaan B pyrkien tasoittamaan osien välisen ener-
giaeron. Siten energiaerojen vallitessa vesi siirtyy aina kohti alinta vapaan 
 energian  tasoa, kunnes energiaerot ovat tasoittuneet. 
Vesi liikkuu maassa verrattain hitaasti. Siten liikettä voidaan kuvata mate-
maattisesti (Edlefsen & Anderson 1943, Tsytovich 1975) puoliempiinsellä 
yhtälöllä 
= -Kgrad(1G), 	 (2.16) 
jossa veden siirtymisnopeus i g on verrannollinen energiaeron  AG negatiivi-
seen gradienthin. Suure K esittää suhteellista kerrointa, joka ottaa huomioon 
 veden  siirtymistä vastustavat tekijät. 
Vedellä kyllästyneen sulan maan tapauksessa yhtälö (2.16) määrittää huokos
-veden  virtaamanopeuden huokosvedessä vallitsevan paineen gradientin 
funktiona: 
= -I(gradp - pW) . 	 (2.17) 
Yhtälö (2.17) tunnetaan Darcyn lakina, jossa tenson kkuvaa huokoisen maan 
 veden  läpäisevyyttä. 
Huokosveden jäätyminen aiheuttaa imun, joka havaitaan huokosveden 
paineen alenemisena. Imu  on huokosveden virtauksen käynnistävä voima, ja 
sen suuruuden on todettu (Wlliams 1991) riippuvan lämpötilasta (kuva 7). 
Toisaalta jää täyttää osan huokosista kasvattaen huokosveden virtauksen 
vastustusta (kuva 8). Näiden ilmiöiden yhteisvaikutuksesta huokosvesi saa 
tietyn virtaamanopeuden. 
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Kuva 7: Huokosveden jäätymisessä syntyvän imun riippuvuus lämpötilasta 
(WI/jams 1991). 
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Kuva 8: Erilaisten jäätyneiden maalajien veden johtavuus lämpötilan funktiona 
 (WI/jams  1991). 
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3 MAAN JAATYMISEN MEKANIIKKA 
Jäätyneen  maan ajatellaan olevan seos, jossa kukin faasi eli komponentti  on 
 jatkuvasti jakautunut. Tällöin maata voidaan käsitellä kontinuumina eli jatku-
vana aineena. Kontinuumimallia käyttävän mekaniikan eli ns. kontinuumime-
kaniikan perustana ovat yleiset aksioomat eli peruslait, jotka antavat osan 
vallitsevista yhtälöistä. Ne eivät kuitenkaan nitä, vaan lisäksi tarvitaan ns. 
konstitutiivisia yhteyksiä, jotka pyrkivät kuvaamaan eri tapauksissa kulloinkin 
esiintyvien materiaalien käyttäytymistä (Salonen 1987). Seuraava tarkastelu 
noudattaa Mikkolan (Frémond & Mikkola 1991) esitystä raerungon, huokos
-veden ja huokosjään  muodostaman seoskontinuumin termomekaanisten
riippuvuuksien määrittämiseksi. 
3.1 Klnematiikka 
Raerungon, huokosveden  ja -jään tilavuusosat 
Jäätyvä maa on kolmikomponenttinen  seos, jonka matemaattisessa mallin-
nuksessa operoidaan  komponenttien tilavuusosien avulla. Tanianmandollis-
taa olettamus, että komponenttien tiheydet ovat vakiolta. Muutoin operoitaisiln 
komponenttien massaosuuksilla. Raerungon, huokosveden  ja huokosjään tila-
vuusosat määntetään komponentin tilavuuden  ja kokonaistitavuuden välisenä 
suhteena:  
pk = - 	, 	k E{S,W,i} 	 (3.1) 
V 
Tilavuusosat toteuttavat ehdot 
	
+ 	+ 	= 	 p 	 (3.2) 
Huokosveden ja -jään suhteelliset nopeudet 
Seosten  yhteydessä käytetään yleensä joko tietyn komponentin  tai seoksen 
 suhteen määnteltyjä nopeuksia. Jäätyvän maan tarkastelussa käytetään 
raerungon suhteen määnteltyjä huokosveden  ja huokosjään suhteellisia 
nopeuksia: 
k 	k 	S = U1 -U , kE{w,i). 
Deformaationopeus  
Komponentin deformaationopeus  on sen nopeusgradientin symmetnnen osa:  
(3.3) 
d 	= 	= - (U 	+ Uj) , 	k E (s,w,i) . 	 (3.4) 
Fan routimisen termomekaaninen malli ja sen laskelmat 	 25 
MAAN JM1YMISEN MEKANIIK}KA 
Venymätensori 
Jäätyvän maan siirtymien voidaan olettaa olevan pieniä, jolloin komponentin 
venymatenson on sen muodonmuutosgradientin symmetrinen osa: 
	
= 	= - (u31 + u) , 	k E (s,w,i} . 	(3.5) 
Deformaationopeuden ja venymätensorin välillä on sellainen yhteys, että 
käytettäessä Lagrangen esitystapaa venymätensonn ainedenvaatta  on defor-
maationopeus: 
gk•(k) = 	/ 	k 6 (s,w,i) . 	 (3.6) 
Ainedenvaatta  
Komponentin mielivaltaisen ajan  ja paikan funktion muutosnopeus eli ainede-
nvaatta on yleisessä muodossa  
3.(k) 	- 	j 	+ j 	rrk 	 (3.7) tkl . - tkl .n,o 	tkl . .n,jj 
Tämä on komponentin mukana kulkevan havaitsijan mittaama alkadenvaatta. 
Tilavuusintegraalin ainedenvaatta 
Eulenn esitystä käytettäessä joudutaan laskemaan tilavuusintegraalien 
muutosnopeuksia eli ainederivaattoja: 
/ 
3(k) 	- I f k1...n - (JLkln 
I D 
Tilavuusintegraalin ainedenvaatta voidaan johtaa Leibnitzin säännön avulla 
(Salonen 1987) muotoon 
T 1 f 	= 	 + ft...ujcudr , 	 (3.9) 
joka tunnetaan ns. Reynoldsin kuljetuslauseena. 
Gaussin lause 
Gaussin lause on muunnoskaava, jota käyttäen funktion tilavuusintegraak 
 muunnetaan pintaintegraaliksi  tai päinvastoin. Gaussin lause esitetään
yhtälönä 
ftk7 ... dQ = f 	. 	dl' . 	 (3.10) 
Lauseen (3.10) johto edellyttää, että funktiot ovat jatkuvia. 
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3.2 Klnethkka  
3.2.1 Yleinen säilymislaki 
Kontinuumimekaniikan yleinen sailymislaki seoskontinuumin komponentille  
(Germain 1983) voidaan esittää symbolisesti yhtälöllä 
(JAa dQ) = -fi p vp dl' + / Ba dQ + JAa dQ . 	 (3.11) 
Kun otetaan käyttöön Gaussin lause (3.10) voidaan yleinen sailymislaki (3.11) 
 kirjoittaa Reynoldsin kuljetuslauseen  (3.9) avulla paikalliseen muotoon 
Aao + (AaUp + ap),1j 	Ba = .ç . 	 (3.12) 
Yhtälön (3.12) en termien merkitykset ovat seuraavat:  
on tarkasteltava vekton- tai skalaanarvoinen suure 
 on vuo kontrollialueen  pinnan läpi 
.Ba on saanti, mikä ottaa huomioon ympäristön vaikutuksen  
A, on tarkasteltavan suureen tuntematon tuotto, joka v 0 
johtua kemiallisesta reaktiosta  tai biologisesta ilmiöstä. 
Tarkastellaan jäätynyttä maata kontinuumikappaleena, johon vaikuttavat 
kuvan 9 mukaiset voimat. Yleisen sailymislain  (3.11) avulla voidaan esittää 
kontinuumimekaniikan peruslait jäätyvälle maalle siten, että  
- S 	W Aa + Aa + Aa1 	0 . 	 (3.13) 
Seuraavassa esitetään yleisen sailymislain  (3.11).. .(3. 13) avulla jäätyvän 
maan massan säilymislait, liikemäärän  taseen periaate ja energian taseen 
periaate; lisäksi sitä käytetään myös entropian kasvun periaatteen muodos-
tarrnseksi. Tarkastellaanjäätynyttä maata kontinuumikappaleena, johon vaikut-
tavat kuvan 9 mukaiset voimat.  
A 
Kuva 9: Kontinuumikappaleeseen vaikuttavat voimat. 
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3.2.2 Massan säilyminen 
Jäätyvässä maassa kullekin komponentille on voimassa massan taseen 
periaate, kun otetaan huomioon komponentin mandollinen  massan tuotto 
aikaa ja tilavuutta kohti. Komponentin massan 13'p taseyhtälön määrittämi
-seksi kirjoitetaan vastaavuudet 




Sijoittamalla vastaavuudet yhtälöön (3.11) saadaan komponentin massan 
 säilymiselle taseyhtälö 
(fpk3k dQ) 	= /0k  dQ , 	 (3.14) 
joka edelleen voidaan saattaa yhtätön (3.12) mukaiseen paikalliseen muotoon  
Ok  = (pk/jk) 	+ (pk/3kU') 	. (3.15) 
Maan jäätyessä raerungossa ei tapandu massan tuottoa ja jäätyvä huokos
-vesi muuttuu täysin huokosjääksi, joten komponenttien  massan tuotoille
 voidaan kirjoittaa ehdot  
es 	
(3.16) 
ew+Oi = 0, 
jotka muodostavat jäätyvän maan  massan säilymisen periaatteen. 
3.2.3 Uikemäärän tase 
Jäätyvä maa on kontinuumikappate, johon vaikuttavat ulkoiset voimat koos-
tuvat massavoimista ja pintavoimista (kuva 9). Massavoima syntyy maan 
gravitaatiosta. Koska komponenthen tiheyksiä pidetään vakioina, voidaan 
operoida kappalevoimien avulla. Komponentin kappalevoima  on kompo-nentin 
 massa kerrottuna putoamiskiihtyyydellä: 
fj( . J3kpkg 	 (3.17) 
Piritavoimat ovat kosketusvoimia, jotka esittävät ympäristön vaikutusta konti-
nuumikappaleeseen. Pintavoimaa  pinta-alaa kohti /) nimitetään jännitysvek-
toriksi tai traktioksi, joka riippuu paikasta, ajasta ja pinta-alkion suunnasta. 
 Sen  komponentteja o, ovat normaalijännitykset (i=j)  ja leikkausjännitykset
(i). Traktion ja sen komponenttien väliltä on yhteys 
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a(u) = a1j vj 	 (3.18) 
Jännityskomponentit  muodostavat jännitystensonn , joka voidaan jakaa 
deviaatio-osaan ja isotrooppiseen osaan: 
	
= 	 åjj 	P 	 - 0kk 
	 (3.19) 






Siten komponentin liikemäärän taseelie saadaan lauseke 
(fj••kPkUk dQ,) 	
= -f okiiv dP + ffJC dQ + fmI dQ . (3.20) 
ja sitä vastaava paikallinen muoto  
177I = -o,3 - f + (pkpkui') 	+ (pkpku1 u) 
	 (3.21) 
joka voidaan yhtälöiden (3.7) ja (3.15) avulla kirjoittaa edelleen muotoon 
= 	 - fk + pkpkUJ + 	. 	 (322) 
Liikemäärän tuototle  on voimassa ehto 
+ 	+ 	= o , 	 (3.23) 
joka on samalla jäätyvän maan liikemäärän taseen periaate.  
3.2.4 Energian tase 
Kontinuumikappaleen energian tase koostuu ulkoisten voimien tehosta, 
 kappaleen saamasta lämpötehosta sekä kappaleen liike-energiasta  ja sisä
-energiasta. Määritetään nämä aluksi yleisessä muodossa. 
Kappaleen ulkoisten voimien teho koostuu kappalevoimien  tehosta ja pinta- 
voi mien tehosta: 
1Dext = ff1UdD ^
LdujjUi 	 (3.24) 
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Kappaleen liike-energia maäritellään lausekkeella 
T 	-fpuu1 dQ 	 (3.25) 
Kappaleen lämpöteho on sen reunojensa kautta saama lämpövirta lisättynä 
komponentin sisällä tapahtuva lämmön kehittyminen: 
= -f  vq1 dl'  ^  fr dQ . 	 (3.26) 
Sisäenergia muodostuu makroskooppisesti näkymättömien energiamuotqjen 
summasta: molekyylien satunnaisliikkeiden liike-energia, molekyylien välisten 
voimien potentiaalienergiat ym. hiukkasten vastaavat osuudet (Salonen 1987).  
Kun merkitään kappaleen sisäenergiaa tilavuudeHa jaettuna eli ns. ominais-
sisäenergiaa tunnuksella e, saadaan kappaleen sisäenergia lausekkeena  
E = fedQ . 	 (3.27) 
Kappaleen energian taseen periaate voidaan esitetään yleisessä muodossa 
yhtälöllä 
p 	+ 	= E + T . 	 (3.28) ext 
Seoskonti nuumin komponenti n energian taseyhtälö puolestaan voidaan 
kirjoittaa yleisen sailymislain avulla käyttämällä vastaavuuksia 




Ba 	f C U k + 
Aa 
jotka saadaan vertaamalla yhtälöitä  (3.1 1)ja (3.28) keskenään. Siten kompo-
nentin energian taseelle saadaan yhtälö  
(k) 
//(e k 	kpkU1U) dQJ 	= -f(qj - 	il + 
Q (3.29) 
+f(fu rk)dQ ^  fkdQ 
Q 
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PaikaUiseksi muodoksi saadaan suoraan yhtälön  (3.12) mukaan lauseke  
k k) k = (ek ^ lpkpkUkUk) + ((ek + !fikpku1 u11 uj + 
(3.30) 
k k + qk 
- 
 c ,11k) 
 - f1 U1 - r k 
'I 
jota  voidaan muokata yksinkertaisempaan muotoon käyttämäUä yhtälöitä  (3J) 
ja (3.21) sekä jättämällä pois merkitykseltään vähäiset hitaustermitja kineet-
tisen energian osuus. Siten saadaan yhtälö 
= e°<  + ekUJ j _ c'd ^ 	 ^ q3k1 - rk . 	(3.31) 
Systeemin energian tuotolle on voimassa ehto 
+ pw + 	= 	 (3.32) 
joka on jäätyvän maan energian taseen periaate. 
3.2.5 Entropian kasvu 
Kuten jo luvussa 2.2 todettiin, entropia on systeemin epäjärjestyksen mitta. 
Kun huokosvesi jäätyy, molekyylien liikkumavapaus vähenee ja samanaikai-
sesti vähenee myös entropia ts.  epajäqestys. Entropian kasvun periaate 
määritettiin yhtälönä  (2.4), joka tunnetaan myös Clausius-Duhemin epäyhtä-
lönä. Entropian kokema muutos eli ainederivaatta puolestaan saadaan jaka- 
malta yhtälö (2.4) puolittain ajalla dt, mikä antaa lausekkeen  
TS ^ Q . 	 (3.33) 
Yhtälö (3.33) voidaan jakaa edelleen yhtälön (2.5) mukaisesti palautuvaan ja 
palautumattomaan muutokseen: 
s = s *(r) + 	 (3.34) 
missä 
= . 	ja 	 ^ 0 . 	 (3.35) 
Entropian  muutoksen reversiibeli osa voidaan kirjoittaa yhtälön (3.26) avulla 
myös lausekkeena 
s (r) 
 = -f -  U1 dr'  + f  - dQ . 	 (3.36) £2 
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Merkitään kappaleen entropiaa tilavuudella jaettuna eli ns. ominaisentropiaa 
tunnuksella s. Kappaleen entropia saadaan siten lausekkeena  
s = fsciQ 	 (3.37) 
Jäätyvän maan kunkin komponentin entropian muutosyhtälö voidaan kirjoittaa 
yleistä säilymislakia käyttäen, kun käytetään vastaavuuksia 
Aa sk 
k 






Siten voidaan komponentin entropian kehfttymiselle esittää yleiselle sailymis-






dO + f7k dO , 	(3.38) 
jonka paikallinen muoto on 
yk = s, ^ (sku3) 
+ () - 	
. 	 (3.39) 
Käytetään Gibbsin vapaan energian sijasta nyt Helmholizin vapaata energiaa, 
joka määntetään yhtälönä 
qjk = e k  - Ts k 	 (3.40) 
Tällöin paikallista muotoa (3.39) voidaan kehittää edelleen yhtälöiden  (3.31) 
 ja  (3.40) avulla. Siten saadaan tulos 
Tyk = 	 (qjk.(k) + skT.(k))_ q,ku JC . + 23 23 
- I17Ic 	
- qJT 	+ 
T 
(3.41) 
Entropian kasvun periaatteen (3.33) mukaan jäätyvän maan entropian kehitty-
misen tulee olla ei-negatiMnen eli 
T(y2 +  y' + y1 ) ^ o . 	 (3.42) 
Tämä on jäätyneen maan Clausius-Duhemin epäyhtälö, jonka tulee toteutua 
kaikissa jäätymisprosessin vaiheissa. Epäyhtälön vasenta puolta kutsutaan 
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myös dissipaatioksi, joka voidaan edelleen jakaa sisäiseen  dissipaatioon 
= E (4d - 	 k(k) - skTo - ilikUk - mJU) 	(343)  
ja temiiseen dissipaatioon 
= - 	 qJT 
	
(3.44) 
Tällöin epäyhtälö pätee erikseen sekä sisäiselle että termiselle dissipaatiolle: 
.^ o 	ja 	O ^ o , 	 (3.45) 
Todettakoon, että epäyhtälö on voimakkaampi yhtälöissä (3.45) kuin yhtä- 
Iässä (3.42). 
3.3 KonstitutiMset yhteydet  
gc I 	 Il' T1 " : itu .:. 'Ti 1ii 
Edellä esitetyt perusyhtälöt ovat yleisiä siinä mielessä, että ne ovat voimassa  
rrelivaltaiselle kolmikomponenttiselle seoskontinuumille, jonka kanden 
komponentin välillä voi tapahtua faasinmuutos. Jotta maan käyttäytyminen 
mekaanisten rasftusten sekä lämpötilamuutosten  ja faasinmuutostén alaisena 
voitaisiin laskennollisesti esittää, tarvitaan maan ja sen komponenttien 
fysikaalisia ominaisuuksia kuvaavia tunnuslukuja sekä näiden riippuvuuksia 
toisistaan eli ns. konstitutiMsia yhteyksiä. Clausius-Duhemin epäyhtälö ei 
suoraan anna konstitutiMsia yhteyksiä, vaan pikemminkin ehdon, jonka tulee 
toteutua prosessin kaikissa vaiheissa. KonstitutiMset yhteydet määritetään 
valitsemalla tarvittavat tilaaja dissipatiMsta käyttäytymistä kuvaavat muuttujat 
sekä sopivat vapaan energian ja dissipaatiopotentiaalien kuvaukset. 
Valitaan jäätyvän maan tilamuuttujiksi suureet  
{T, /35 , /3W, /3, 	
) 	
(3.46) 




frW  (2',  jjs , pv, /31) 	 (3.47) 
= çfr (T,/3s,f3W,f3i,e3) 
Komponenttien tilavuusosat  3k  eivät ote riippumattomia, vaan niitä sitovat 
rajoitteet (3.2), jotka otetaan huomioon lisäämällä indikaattorifunktio 
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I(W, 	)  komponenttien vapaiden energioiden summaan. Siten seoskon- 
tinuumin vapaa energia saadaan lausekkeena 
= 	+ TI(fl,f3",81 ) 	 (3.48) 
Indikaattonfunktio on kerrottu lämpötilalta, jotta saataisiin sellainen sisäener-
gian funktio, joka ei sisällä indikaattorifunktiota. lndikaattonfunktio  on funktio 
- R = R U {+c4 (Frémond & Nicolas 1990) 
	
0, 	jos (f3 5 ,f3",13 1 )E C 
J(/3S , /3W , /31) 
 = 	
+, 	jos  (/35 , /3W, /3i) 	C (3.49) 
Joukko C ciR3 on konveksinen joukko (lute 1), jonka määnttävät sisäiset rajoit-
teet (3.2): 
C =  ((ps , /3w , pi) E R3 //3s + /3W + /ji = 1, 	
(3.50) 
/35 
 ^ 0, /3W ^ 0, /3 ^ 0 
 ) 
Siten rajoitteita voidaan pitää matenaaliominaisuuksina, ja indikaattorifunktiota 
 käyttäen vapaa energia pakotetaan saamaan  vain luvallisia, rajoitteet täyttäviä
arvoja. 
Sisäisen dissipaation lausekkeessa (3.43) joudutaan laskemaan vapaan 
 energian  ainedenvaattoja. Ne saadaan valintoja (3.47) käyttämällä kokonais-
diiferentiaalina 
k•(k) = --T 	+ c9 frk 	(k)  + _±d. 	 (3.51) 
k 
Esityksen (3.51) lyhentämiseksi otetaan käyttöön merkintä  
Bkj = 	 (3.52) 5/3i 
lndikaattorifunktion suhteen menetellään siten, että  se lisätään raerungon 
 vapaan energiaan. Kuten  määritelmästä (3.49) nähdään, indikaattorifunktio ei 
ole sileä muuttujiensa suhteen: se voi hypätä määrätystä arvosta +<xeen. 
 Tällöin ongelmana  on indikaattorifunktion differentiaallen määrittäminen.
Ongelmaa on seMtetty liitteessä 1, jonka perusteella esitetään, että subgradi-
entti Bk on subdifferentiaalijoukon l3I alkio: 
(s,BvBi)  E  aI(135,pw,pi). 	 (3.53) 
Yhdistämällä yhtälöt  (3.3) ja (3.7) voidaan komponentin tilavuusosan ainederi- 
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vaatta kirjothaa raerungon ainedenvaatan  ja komponentin suhteellisen 
nopeuden avulla. Siten saadaan dissipaation esittämiseksi tärkeä yhtälö  
13j.(k) = fjj.(s) + v/3 
	 (3.54) 




voidaan sisäinen dissipaatio (3.43) kirjoittaa muotoon 
= 	- _?Jid - q.1sU1s1 -- (Bss ^  	B ^ B 1 s)p5. 
ae j 
^ 	 - ru11 - (BSW + 	+ B ^ B1')  f3w.(w) ^  
^ 	 - 	 - 	 - (Bsi + 	^ 3W2 + Bli)/Ji(1) .,. (3.56) 
- (m] - (Bsw +  B + 	+ B/351  + B nhf3) V.iw + 
- (m - (Bsi ^ 	 + 	+ B 1 /351 + BP'- f3')V 
Jäätyvän maan dissipaation oletetaan riippuvan faasinmuutoksen nopeudesta 
 8  = = -9 huokosjään deformaationopeudesta d, huokosveden ja huokos
-jään  massavirroista p't' ja çIPV' raerungon suhteen sekä lämpövuosta 
 q1 . Huokosveden virtausta huokosjään suhteen ei oteta huomioon. Siten sekä 
sisäiselle että termiselle dissipaatiolle voidaan esittää dissipaatiopotentiaalit 
= jå), 	6 1 E  (e,d,pw/3wvI,pu/3 1 vi), 
(3.57) 
'12 	2 (2) 	62 E (q1). 
Vaaditaan, että dissipaatiopotentiaalit (3.57) ovat ei-negatiivisia ja denvoituvia 
konveksisia funktioita, jotka saavat origossa arvon nolla: ) = 0. Koska 
(Frémond & Nicolas 1990) voidaan kirjoittaa, että  
0 	(0) ^ 	(ô) + (0 - 6)- 	(6) , 	 (3.58) 
saadaan dissipaatiolle lauseke 
= 	(6) ^ '(ô) ^ o , 	 (3.59) 
joka täyttää asetetun ehdon  (3.4S).  Sijoittamalla kuvaukset (3.57) yhtälÖön 
 (3.59)  saadaan sisäiselle ja temiiselle dissipaatiolle kehitelmät 
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= ----0 + 	 + 	 PwpWV' + ao ap wI3v1w 
- 
piI3 1 Vi 
ap»f3'Vj ' 
(3.60) 
Sisäisen dissipaation (343) täytyy toteuttaa yhtälö  (3.60) kehitelmällä, joka 
saadaan lisäämällä sisäiseen dissipaatioon (3.43) Lagrangen kertoimilla S  
ja W kerrotut massan säilymislait (3.16) siten, että 
+ IlsOs + qW(ow + 
	 (3.61) 
Todettakoon, että kehte1mä (3.61) toteuttaa aausius-Duhemin epäyhtälön 
 (3.45).  Kun massan sällymislait (3.16) klijoitetaan muotoon 
Os 	pS/3S(S) + ps/3sUjS j (3.62) 
^ 0 	pwf3w(w) + PW13WUW + i13i.(I) + pfFU31  
saadaan kehitelmän (3.61) toteuttaessa yhtälö (3.60) yhtälöryhmä 
- 	 ^ (- 
i/rs ^  spsfls)u: k 	0 ij 
/_(Bs5 	+  B" +  sis) + i7spsJ/3s(s) = 0 
+ (- r  + 	 - pW/3WI)Uw = 0 




- _4)dj ^  (- zJr + 	p 1 fl1 )Uj1 	0 
/_(B s1 + 	^  B' ^  B22)  ^ wpiJpi(i) = 0 
- (BSW +  B1 ^ Bvsps + B'1 fYJ_ = o 
{-/mi - (Bs1 	BWI ^  e)p 1 ^ B 1 s/3 1 ^ 2jkfjW  J }v 	0 ôpv 
Jakamalla jännitys deviaatio-osaan  ja isotrooppiseen osaan yhtälön (3.19) 
 mukaan, käyttämällä deformaationopeudelle yhtälön  (3.4) mukaista määritel-
määja eliminoimalla Lagrangen  kertoimet saadaan lopulta yleiset konstitutiivi
-set  yhteydet 
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jännityksille: 
C23 ecu 
= 0 , 
= 	^ --.- I 
	
ô j 	(3d1'j 
(3.64) 
s - _ 1 !L_qJ8 ^ I3S(B$S ^ BWS ^ BiS ^ BS,), P 
 - 
= _p ^ pw(Bsw ^ Bww ^ B1w ^ Bh1), 
p1  = 	
- 	
- çlr1  ^ /31 (Bsi ^  BWI + B11  + 
faasinmuutokselle: 
fr1 +p1  +---- ^ i 
- - 	+ 	
(3.65) 
-;- 
- 	pwfjw ^ 	 pipi 
huokosveden ja  -jään virtaukselle:  
o 
________ 	
- (B' ^   Bä' ^ B)P'1 + BI3 1 + BLI31J 
(3.66)  
________ = - 1 
op1  pi  vI 	
__[mI - (Bs1 +  B ^ 	 ^ 	 + B 1 'P'wJ 
ja lisäksi yhtälöistä (3.44) ja  (3.57)2  yleinen Fourier'n lämmönjohtumisyhtälö 
= 	 (3.67) 
eq1 	T 
Tarkastellaan lähemmin faasinmuutosyhtälöä  (3.65), joka voidaan kirjoittaa 
havainnollisempaan muotoon käyttämällä paineen en osille merkintojä 
= - - _S! 	(reversiibeli osa) 
k - 	1 	 . 	 .. 	 . (3.68) 
PIR - ------- 	(rreversiibe1i osa) 
kk 
PH = - 	 ^ /3k(Bsk ^  Bk ^  B ^ 
 Sk) (termodyn. paine) 
joille pätee  i = PR + PIR +  p. Sijoittamalla merkinnät (3.68) yhtälöön (3.65) 
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saadaan lauseke 
= 
- t/i' + P1'H + 12  + p2 	= 
- (g W  - g 1) 	 (3.69) pwfjw 	
pi/31 
joka 'yllättäen on huokosveden Gibbsin vapaan energian muutos tilavuutta 
kohti. Yhtälö (3.69) osoittaa sen, että Gibbsin vapaan energian muutos huo-
kosveden jäätymisessä on todellakin negatiivinen  ja jäätyminen tapahtuu 
spontaanisti. 
Kirjoitetaan vielä huokosveden diffuusioyhtälö  (3.66) kehittyneempään 
 muotoon 
______ 	- .1 fpw(Pkr) - f.W - j!'/3w. + 
8phf3WV' 	p wf3W 	/3W  , 	 /3W 	 (3.70) 
+ 	+ B/351  + BW2 I3 1J . 
3.3.2 Routivan iman konslitutiMset yhteydet 
Valitaan vapaiden energiolden lausekkeet 
qr5 = Ps(_pscsTln7.i )+ -K(4 	 ^ IT0 ! 	2 
= pW/3W(CWT1n( 	L(TTo) + 	 (3.71) 
iT0 ! 	T0 	T0 
q,i = fli(_PiCiTln/_ )+ 
IT0 ! 2 
ja dissipaatiopotentlaalien muodot 
= 	+ 	 + k  pW/3WVWpW/3WVW 
2' 
(3.72) 
= -kq1 q1 
Jäätyvän maan vapaiden energioiden  (3.47) ja dissipaatiopotentlaalien (3.57) 
 valitsemiseksi  on tehty seuraavat olettamukset:  
1. Raerunko käyttäytyy kimmoisesti ja sen lämpölaajenemista ei oteta 
huomioon. 
2. Huokosjää on kimmo-visko-plastinen materiaali, jonka tilavuuden 
muodonmuutos tapahtuu kimmoisesti ja deviatonnen viskoplastisesti 
(Friaâ 1979). Huokosjään suhteellinen nopeus t' = 0 eli huokosjäällä ja 
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raerungolla on sama nopeus ja muodonmuutos. Huokosjään lämpö- 
laajenemista ei oteta huomioon.  
3. Aikaisemmin (yhtälö  (3.47)2)  on jo oletettu, että huokosvesi käyttäytyy 
ideaalinesteen tavoin eli on kitkaton ja kokoonpunstumaton. 
4. Huokosveden jäätyminen  aiheuttaa sisäenergiaan epäjatkuvuuden, jota 
 vastaa jäätymisessä  vapautuva veden sulamislämpö eli latentti lämpö 
(vertaa entalpian epäjatkuvuus  (2.10)2). Sulamislämmön ja ominaislämpö-
kapasiteethen välille on olemassa yhteys 
I = 	- 	 = (CW - C')T0 + L 	 (3.73) 
5. Huokosveden  sitoutumisen vaikutus jäätymiseen otetaan huomioon 
konveksisella funktiolla f(3s,13,f), joka voidaan korvata huokosveden 
suhteellista osuutta  x  käyttäen vastaavan tyyppisellä funktiolla  f()  (Bian- 




= 	 XE [0,1] , 	(3.74) j _f3 s1 
jolla on fysikaalisista syistä ominaisuudet (kiwa 10) 
f(i) = 0, huokosvesi on tãysin sulaa 
['(1) = 0, subdifferentiaali c9f on jatkuva 
f"ui) ^ 0, seuraa konveks.isuudesta 	 (3.75) 
+o°, kun  z -  0. osa huokosvedestã pysyy sulana 
= +oo,  kun  x  .> 1, seuraa rajoitteesta x E [o,i] 
Funktion fysikaalista merkitystä voidaan selventää ajattelemalla, että 
huokosveden vapaan energian (3.71)2 termi pw(IT f S l3W ) kuva 
 energiaa, joka vaaditaan huokosveden  ja mineraalipartikkelien välisen 
sitoutumisen purkamiseksi.  
 
y 
0 8f (x) 
kuva 10: Funktio f(7) ja sen subdifferentiaali  
Mean routimisen terTnomelcaaninen malli ja sen laskelmat 
	 39 
MAAN JAATYMISEN MEKANIIKKA  
Sijoittamalla valitut vapaiden energiolden ja dissipaatiopotentiaalien lausek-
keet (3.74) ja (3.75) yleisiin konstitutiivisiin yhteyksiin  (3.64).. .(3.67) saadaan 
erityiset jäätyvän maan konstitutiMset yhtälöt 
jänrtyksilie: 
cj = /3spse / 	 = 0 , 	 = pIAl -PKP/d' 1 /P 2d' 1 
pS = /3S(_Ksc ^  	 + s) 
(3.76) 
p h = 	 ^ 
=  Pi  (_Kie + pwpw_T..f 
+ 
missä ñ = 	jäätyneessä maassa ja â = 	sulassa maassa;  
faasinnuitoksefle:  
T 	L(T - T k00 = _(Cw_Ci)Tln(_)_ + T0 T0 
(3.77) 
+ 	_____ -  p 
 (/3Wf) / 	- 	- K 1 (e k) 2 
	
T0/ 5/3W 	p1  Sf3  J 	ph 	p1 	2p 1 
missä kerroin k3 ^ 0 kuvaa dissipaation määrää; 
huckosveden wtaiicselle: 
kwpWI3WViW = - 1 fP") ^ 1 fW - ITf 	 (375) j;,, 	pwf3w I 	T0 
mitä voidaan pitää jäätyvän maan Darcyn yhtälönä, jossa kerroin Ic ^  0 liittyy 
vedenläpäisevyyteen k siten, että /ç= g'kp'; 
bnhi1örohtLniselle: 
= _KkI3T1 , 	k E Is, w, i} 
	 (3.79) 
missä kertoimen k1- ^ 0 ja lämmönjohtavuuden x välillä on yhteys siten, että  
i = 1/kIT. Kokonaislämpövuovekton määntetään analogisesti kokonaisjänni-
tysten kanssa: q,  = qS + q.W  +  q'. 
3.3.3 Jäätyvän nan Clausius-Clapeyronin yhtäk  
Mikkola (Frémond & Mikkola 1991) on todennut, että faasinmuutoksen dissi- 
paatio on verrattain heikko. Tällöin ensimmäisenä approksimaationa voidaan 
olettaa, että 1ç3=0. Siten yhtälön (3.69) diiferentioiminen muuttujien  (T,p.43k) 
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suhteen antaa yhtälöiden (3.71)2 ja (3.71)3 sijoitusten jälkeen lausekkeen  
±d/ 	 - 4d 	= - f)- 	(cw c1)ln(+)JdT, 	(3.80) pw(pw/ 	pl(plJ 	I 
jota voidaan pitää Clausius-Clapeyronin yhtälön approksimaationa jäätyvälle 
 maalle.  
3.4 Yhteenveto 
Edellä suoritettiin maan routimisen matemaattinen mallintaminen. Sen 
 tuloksena syntyi  termomekaaninen malli, jonka kenttäyhtälöt ovat massan 
säilymislait (3.16), liikemäärän taseen periaate (3.23) ja energian taseen 
 penaate  (3.32) ja jonka konsitutiiviset yhtälät ovat (3.64), (3.65), (3.66) ja 
 (3.67)  sekä lisäksi rajoite-ehto (3.2). Yhtälöitä on kaikkiaan 35 kappaletta. 
Vastaavasti tuntemattomia ovat tilavuusosat , nopeudet 	lämpötila T, 
jännitystensorit 	, lämpövuovekton q1 ja subgradienttien komponentit  
Bs=B=B .  Tuntemattomia on myös 35 kappaletta, joten tässä suhteessa 
asetelma on oikea. Edelleen tuntemattomat tulee määrittää riippumattomien 
muuttujien x, ja t funktiolna. Riippuvia muuttujia ovat tuntemattomien muut-
tujien lisäksi annetut muuttujat, jotka ovat  materiaaleille ominaisia ainepara
-metrejä  ja funktiomuotoja. Ne annetaan valitsemalla sopivat vapaiden  energi-
oiden (3.71) ja dissipaatiopotentiaalien (3.72) lausekkeet ja siten tulevat 
näkymään konstitutiivisissa yhteyksissä (3.76)... (3.79). 
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4 ROUTIMISTEHTÄVÄ  
Edellä esitetty routivan maan termomekaaninen malli on varsin monimutkai-
nen systeemi, jossa terminen, hydraulinen ja mekaaninen probleema kytkey-
tyvät toisiinsa. Käytännössä kaikkia tuntemattomia ei yntetä ratkaista yhtä 
aikaa, vaan sopivasti yhtälöitä yhdistelemällä voidaan osa tuntemattomista 
eliminoida ja saadaan alkuperäistä pienempi  ja mandollisesti yksinkertaisempi 
yhtälösysteemi, jossa samanaikaisesti esiintyviä tuntemattomia nimitetään 
systeemin perustuntemattomiksi. Jäätyvän maan mekaniikka  on eräänlainen 
kiinteän aineen mekaniikan ja nestemekaniikkan välimuoto liittyen läheisesti 
maamekanhikkaan. Siten perustuntemattomat pyritään valitsemaan  ja routimis
-tehtävä muodostamaan käyttäen maamekaniikassa tunnettuja suureita  ja
 periaatteita  ja kiinnittäen huomiota mandollisimman hyvään havainnollisuu
-teen  ja selkeyteen, välttäen kuitenkin liiallista yksinkertaistusta. 
Valitaan routimistehtävän perustuntemattomiksi huokoisuus n, huokosveden 
 suhteellinen osuus  y, lämpötila T, huokosveden paine  pW4,  virtausnopeus  
ja raerungon siirtymä u,, yhteensä 10 kappaletta. Routimistehtävän 
yhtälösysteemi formuloidaan massan säilymislaista (3.16), liikemääräntaseen 
periaatteesta (3.23), energian taseen periaatteesta (3.32) sekä konstitutiM
-sista yhtälöistä  (3.76). ..(3.79). Yhtälösystemin yhtälöiden  lukumäärän tulee 
olla perustuntemattomien suuruinen  ja kunkin yhtälön perustuntemattomista 
yhtä voidaan pitää yhtälän päätuntemattoma.  
Seuraavassa esitetään routimistehtävän yhtälöiden formulointi lausumalla 
ensiksi komponenttien tilavuusosat huokoisuuden ja huokosveden suhteelli-
sen osuuden avulla. 
Jäätyneen maan huokoisuus on huokosveden ja huokosjään tilavuusosien 
 summa: 
fl 
 = /3W ^ /3i 	 (4.1) 
Jäätyneen maan huokosveden suhteellinen osuus määntetään  sulan veden 
ja kokonaisvesimäärän suhteena: 
= 	/3W 	
, (4.2) 




1 -  f3 
(4.3) 
Tällöin rajoite-ehdosta (3.2) seuraa raerungon, huokosveden  ja huokosjään 
tilavuusosille lausekkeet 
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= 1 - fl, 
/3W  = %1 , 	 (4.4) 
f3  = (1 -)n 
4.1 Huokosveden suhteellinen osuus 
Faasinmuutosyhtälö (3.77) määrittää jäätyvässä maassa komponenttien 
 tilavuusosien,  lämpötilan ja paineen välisen suhteen. Kun funktio  f([3SNJ3J) 
korvataan yhtälön (3.74) mukaisesti funktiolla f(y), saadaan lauseke huokos
-veden  suhteelliselle osuudelle  x•  Ehdot (3.75) toteuttava yksinkertaisin poly-
nomifunktio on muotoa 
= a _(1  - 	 (4.5) 
Parametri a määräytyy mineraalipartikkelien elektronegatiMsuuden ja omi-
naispinta-alan mukaan. Se on sitä suurempi mitä elektronegatiMsempia 
mineraalipartikkelit ovat ja mitä suurempi niiden ominaispinta-ala on eli 
käytä... mitä suurempi osa huokosvedestä pysyy sulana. 
Funktion  t3()  avulla sekä olettaen dissipaation heikoksi (IçO) ja jään tilavuu-
denmuodonmuutosenergian  pieneksi voidaan yhtälö (3.77) kirjoittaa muotoon  




T0 / 	1/ T 	p1 pW  
jossa huokospaineen termi â=â'=B. Yhtälön (4.6) oikean puolen toisen 
 termin  merkitys on käytännössä vähäinen, joten se voidaan jättää pois. Siten 
sijoittamalla yhtälöön (4.6) funktion f lauseke (4.5) saadaan huokosveden 
 suhteelliselle osuudelle yhtälö  
z = 	- i/in() + 	
- 1)T/iJ) 	
. 	 (4.7) 
Funktion 
) 
 ominaisuuksien perusteella voidaan päätellä, että yhtälön (4.6) 
oikea puoli voi saada ainoastaan ei -positiMsia arvoja. Siten saadaan ehto  
i7_i ) + 	- ± 
 ).j/1 
 ^ 0 , 	 (4.8) 
I 	p2 	pP/I 
jonka täytyy olla voimassa maan jäätymisprosessin aikana. Ottamalla huomi-
oon logaritmin sarjakehitelmän ensimmäinen temii se voidaan edelleen 
kirjoittaa muotoon  
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T - T0 - 	
- 	
- ± ). 	 (4.9) 
T0 T0 p 2 	p 'i 
Yhtälöstä (4.9) nähdään paineen vaikutus jäätyrrislärrpötilaan. Kun 
huokosveden jäätyrrsIärrpötiIa laskee, rrikä on todettu myös kokeellisesti 
(WI/jams 1991). Mutta jos B<zO, tarkoittaisi se sitä, että huokosvesi alkaisi 
jäätyä normaalin jäätyrrispisteen yläpuolella. Tällaisen ilrriön merkitys on 
kuitenkin vähäinen maan jäätyrrisessä. 
Huokosveden suhteellisen osuuden funktio voidaan kirjoittaa täydelliserqään 
muotoon ottamalla huonioon funktion f(jJ subdifferentiaalin orrinaisuudet. 
 Siten käyttämällä merkintää  
D = ln/± I +  7± - ± ln 7 	 (4.10) 
I T0 / 	I p 	pW/ I T0 / 
saadaan huokosveden suhteelliselle osuudelle määntelmä 
1  I.zn(± ) + /1 - 	 / kun D ^ 0 
al 	T0 / (  p 	pW/ 
1, 	 kunDO 
(4.11) 
joka on esitetty graatisesti kuvassa 13. 
V 
-5 	-4 	-3 	-2 	-1 	0 	1 
LÄMPÖTILA T [°C] 
Kuva 13: Huokosveden suhteellinen osuus lämpötilan funktiona  en huokos
-paineen  B arvoilla. 
WI/jams (1991) on todennut, että huokosveden jäätyrrisen ja sularrusen  
välillä vallitsee huokoisen materiaalin kostunisesta ja kuivurrisesta tuttu 
hystereesi-ilrriö. lirriö selittyy sillä, että prosessi on osittain irreversiibeli. 
 Täten  yhtälö (4.7) on tarkasti ottaen voimassa  vain silloin, kun maa jäähtyy. 
44 	 Maan routimisen termomekaaninen malli ja sen laskelmat 
ROLrnMISTEI-IrÄVA 
4.2 Huokosveden virtausnopeus 
Maamekaniikassa huokosveden  nopeus määntetään keskimääräisenä 
virtausnopeutena käyttäen Darcyn lakia. Sen vastine jäätyvälle maalle on 
yhtälö (3.78), joka veden johtavuuden avulla esitettynä kuuluu 
flWV W = - 	 - p wg. + pwiTr 
] . 
	 (4.12) 
Yhtälossa (4.12) huokosveden paine sisältää virtauksen käynnistävän imuvoi-
man,  kun taas yhtälön oikean puolen viimeinen terrni kuvaa jäätymisen 
aiheuttamaa virtausta vastustavaa voimaa. Siten yhtälö (4.12) ottaa huomioon 
automaattisesti jäätyvän maan  veden läpäisevyyden pienentymisen, ja veden 
johtavuus k pysyy muuttumattomana jäätymisen suhteen.  
4.3 Huokoisuuden jatkuvuusyhtälo 
Yhtälön  (4•4)  sijoitus raerungon  massa säilyrnislakiin (3.16) antaa lausek
-keen 
-fl, o + 	- n)U15j 	= 0, 	 (4.13) 
josta eliminoidaan raerungon nopeus käyttämällä nopeuden ja siirtymän 
välistä tunnettua yhteyttä U,=u,,.  Siten saadaan huokoisuuden jatkuvuusyhtälö 
— fl ,o ^ [i - n)u10j 	= 0 . 	 (4.14) 
4.4 Huokosveden jatkuvuusyhtälö 
Kehitetään ensiksi huokosveden ja huokosjään massan säilymisen yhtälöä 
 (3.16)2 sijoittamalla siihen suhteelliset nopeudet (3.3). Siten järjestelemällä 
termejä saadaan jatkuvuusyhtälö muotoon 
(f3wv W) . + Rñ(f3iv1) + 
,1 	pW 	
(4.15) 
+ (pw + 	 ^ 	 + 	 = 
Yhtälöä (4.15) voidaan edelleen kehittää käyttämällä raerungon massan 
 säilymisen  yhtälöä (3.16) ja tietoa, että =O. Siten voidaan kirjoittaa lauseke 
(13wv]V,) + 	+ (i - P- ,)zJu 1 ^ 	- P_)n( ,0 + z, uis) = 0 
(4.16) 
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Kun otetaan huomioon virtausnopeuden konstitutiivinen yhtälö  (4.12), päädy-
tään lopulta huokosveden jatkuvuusyhtälöön  
/p) 1 + 1__  (pwf. - p wg.,)j + 
/ p wg ( [3W/i I,i 	/ pwg 	
(4.17) 
-/z +  (i -x)Ju,0 - ( i - P)n( 0  +z,1u,0) = 0 p W 
jossa huokospaine pwç  esiintyy päätuntemattomana.  
4.5 Jäätyneen maan tasapainoyhtälö 
Jäätyvän maan liikeyhtälö (3.23) pelkistyytasapainoyhtälöksi,  koska hitauster-
mejä ei oteta huomioon. Siten yhtälöistä (3.22) ja (3.23) seuraa lauseke 
	
+ f]C) =  0 . 	 (4.18) 
Maamekaniikassajännitykset  esitetään yleensä "Terzaghin hajoitelmana", jo-
ka voidaan muodostaa myös jäätyvän maan tapauksessa: 
= a 	-p2å1 . 	 (4.19) 
Jännitystä a nimitetään tehokkaaksi jännitykseksi. Hajoitelma (4.19) perus-
tuu Terzaghin tehokkaan jännityksen periaatteeseen, jonka mukaan muodon- 
muutokset nippuvat vain tehokkaasta jännityksestä eivätkä kokonaisjännityk-
sestä. Tehokas jännitys kuvaa keskimääräisessä mielessä maarakeiden 
välityksellä siirtyviä kosketusvoimia. Hajoitelman  (4.19) sijoitus tasapainoyhtä
-loon (419)  antaa lausekkeen  
(a + 	
- ç  [(P2f) - fP] = 0 	 (4.20) 
jota voidaan nimittää jäätyneen maan tasapainoyhtälöksi. Yhtälöä  (4.20) 
 tarkastelemalla havaitaan, että termodynaamisen paineen miinusmerkkinen 
gradientti on tehokkaiden jännitysten kannalta eräänlainen lisäkuorrnitustermi. 
Termodynaaminen paine on jäätyvässä maassa vallitseva kokonaispaine 
sisältäen huokosveteen kohdistuvan imun sekä raerunkoon kohdistuvan, 
huokosia laajentavan ns. routapaineen. 
Saatetaan yhtälö (4.20) vielä sellaiseen muotoon, jossa tuntemattomina 
suureina on ainoastaan valittuja perustuntemattomia. Yhtälöä (4.20) täten 
 täydennetään konstitutiMsilla yhteyksillä,  jotka saadaan tehokkaille jännityk-
sille ja termodynaamiselle paineelle soveltamalla hajoitelmaa (4.19) yhtälöihin 
 (3.76)  sekä kappalevoimille käyttämällä yhtälöä  (3.17). Siten voidaan kirjoittaa 
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tehokkaille jännityksille 
= (1  - n)2G 5 u (,) + (1 - n) (K _Gs)  Uk,kåjj 
(4.21) 
= (1- n)XA l PKP/di 2d + (1 - n)zK 1 Uk,kâjj .13/ 	23 
termodynaamiselle paineelle: 
= 	pW(1 
k 	 T0 	
(4) 
ja kappalevoimille: 
= [ps(1 - ) + pwZn + 	(.1 - z)nJg1 . 	 (4.23) 
Yhtälön (4.21) ainevakiot eivät ole yksittäisten maarakeiden  tai kiinteän jään 
ainevakiolta vaan raerungon  ja huokosjään keskimääräisiä arvoja, sillä 
raerungon rakeet voivat liukua toistensa suhteen sekä raerungon  ja huokos
-jään välissä  on lähes aina huokosvettä heikentäen tartuntaa. Huokosjäätä 
voidaan pitää eräänlaisena raerunkoa jäykistävänä matenaalina. Sijoittamalla 
konstitutiiviset yhteydet (4.21)...(4.23) saadaan tasapainoyhtälölle (4.20) 
 lopuksi muoto  
((1-  fl)X22  K9 /djj/' 2dIJ + (1-  n)2GSu (,) + 
+ [1 - n)(K -G) + (1-  n)zKJuk,kåij) +  
(4.24) 
rpw 	w T (1 _ ) j + -!j; -P- 
+ [ps  (1 - fl)  + pW%fl +  p2 (1 - ) nJg1 = 0 
jossa päätuntemattomana on raerungon siirtymä. 
4.6 Energiayhtälö  
Energian taseen periaate (3.32) koostuu sisäenergian muutoksesta, sisäisten 
 ja  ulkoisten voimien tehosta sekä lämpötehosta. Sisäenergia puolestaan 
sisältää muodonmuutosenergian ja kalonsen energian osan. Lämpötilan ja 
siirtymien välillä on täten kytkentä. Kuitenkin maan jäätyessä muutokset 
raerungossa ja huokosjäässä tapahtuvat niin hitaasti, että kytkennän voidaan 
olettaa häviävän ja venymänopeudet sisältävät termit voidaan jättää pois 
(Malvem 1969). Usäksi komponenttien nopeudet ovat niin pieniä, että sisäis-
ten ja ulkoisten voimien tehojen osuus on pieni muiden energiatermien 
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rinnalla. Siten energian taseen periaate (3.32) voidaan yksinkertaistaa 
muotoon 
I'  (ek 	+ ekU ^ q]C - rk) = 0 , 	 (4.25) 
k 
jossa sisäenergia  
ek = ek(T,n,%) 
	 (4.26) 
Sisäenergiat saadaan vapaiden energioiden lausekkeista (3.71) soveltamalla 
yhtälöitä (3.40) ja (3.55).  Kun lisäksi käytetään lämpövuolle konstitutilvista 
yhteyttä (3.79) ja sulamislämmölle määritelmää (3.73), voidaan yhtälö (4.25) 
 saattaa suhteellisten nopeuksien  (3.3) ja massan säilymislakien (3.16) avulla 
muotoon 




 = 0 , 
	 (4.27) 
jossa kokonaislämpökapasiteetti ja -lämmönjohtavuus 
C = (1n)psCs +XflPWCW + (1 - )npi C (4.28) 
K = (1_n)lcs 	+ (1 -x)nic 
Yhtälossa (4.27) faasinmuutostermin jälkimmäinen osa on pieni verrattuna 
edelliseen, kun lämpötila poikkeaa vähän normaalista jäätymispisteestä T0. 
Usäksi raerungon nopeuden sisältävä konvektiotermi voidaan olettaa pieneksi 
huokosveden konvektiotermin nnnalla. Toteuttamalla nämä likimääräistykset 
saadaan energiayhtälö  
C T 0 - (K T,11).  + pwCw(I3wViw)  T1  + pWçew = 0 , 	(4.29) 
0 
joka on eräänlainen modifloitu konvektio-diffuusioyhtälö. Faasinmuutostermi 
vaatii vielä joitakin lisäselvityksiä. Huokosveden  massan tuotto  OW  voidaan 
kirjoittaa huokosveden virtausnopeuden ja huokoisuuden jatkuvuusyhtälön 
 (4.13)  avulla muotoon 
pw/n 	^ (/3wv!1)], 	 (4.30) 
josta termi nU,sX 1 on pudotettu pois. Epästationäärisyystermin vaikutus on 
 verrattavissa yhtälön  (4.29) termiin siten, että y  (X/7)To. Konvektiotermi 
 puolestaan kuljettaa jäätymisessä vapautuvaa lämpöä. Faasinmuutostermi 
 täten  hidastaa maan jäähtymistä, ja se otetaan huomioon vain silloin, kun 
huokosveden jäätymistä tapahtuu. 
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4.7 Jäätyvän nan Terzagtin yhtäk5 
Huokosvedenjatkuvuusyhtälossa (4.17) on kytkentä huokosveden paineen ja 
 siirtymän välillä. Kytkentä yritetään poistaa tekemällä yksinkertaistavia 
olettamuksia menettelemällä seuraavasti. 
Käyttämällä konstitutiivisia yhteyksiä (3.76) ja muodonmuutos-siirtymäyhtälöä  
(3.5) voidaan jäätyvän maan isotrooppiselle jännitykselle kirjoitaa konstitutli-
vinen yhteys 
p = 	- n)Ks + (1 - n)zK]uk,k + E 	 (4.31) 
k 
joka siten koostuu raerungon  ja huokosjään tehokkaiden jännitysten isotroopi -
sista osista ja terrmodynaamisesta paineesta. Yhtälön (4.31) derivointi ajan 
suhteen ja termien uudelleenjärjestely antaa lausekkeen 
Uk,  ko  = 4 /  (m 	 - p 	 (4.32) 
jossa tilavuudenmuutoskertoimen  
K = 	- n)Ks + (1 - 	 . 	 (4.33) 
käänteislukua 1/K voidaan pitää jäätyneen maan kokoonpunstuvuutena. 
Sijoitetaan termodynaamisen paineen konstitutiMnen yhteys (4.22) yhtälöön 
(4.32) ja eliminoidaan näin saadulla lausekkeella huokosveden jatkuvuusyh-
tälön (4.17) siirtymätermeistä toinen jättäen vähemmän merkitsevä pois. Näin 
saadaan eliminoiduksi siirtymät:  
/P) I - K (P J + S = 0 , 	 (4.34) 
I pwg ( f3W  ,i J,i 	e /3w/ o 
S = /JL (pw!F. - p wg1,)j + K/pw—  (1 - z)z-j 0 ^ 
(4.35) 
- (i - 	,)fl  X,o + KeP,o 
4/z +  (i z)-J. 	 (4.) 
Tätä yhtälöä voidaan pitää yhtälön (4.17) tarkennuksena, sillä raerungon ja 
huokosjään muodonmuutosten vaikutus  on pyritty ottamaan huomioon jollain 
tarkkuudella. Sulan maan tapauksessa yhtälö  (4.34) yksinkertaistuu Terzaghin 
konsolidaatioyhtälöksi. 
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4.8 Reuna-, alku- ja jatkuvuusehdot  
Tähän astisessa tarkastelussa on käytetty nimityksiä kontinuumikappale, 
seoskontinuumi ja systeemi konkretisoimalla niitä  sen tarkemmin. Käytännön 
tehtävissä kuitenkin törmätään ongelmaan, kuinka tarkasteltava systeemi 
erotetaan ympäröivästä maailmasta. Sopivan systeemin valintaa vaikeuttavat 
routimisilmiön monimutkaisuus ja usein seMen rajapintojen puuttuminen. 
Seuraavassa yritetään selvittää systeemin valintaan liittyviä ongelmia. 
Systeemi on erotettava ympänstöstään siten, että systeemin  ja ympänstön 
 välinen vuorovaikutus systeemin rajapinnan läpi voidaan arvioida mandol-
lisimman realistisesti. Tämä vuorovaikutus ilmaistaan ns. reunaehtojen avulla. 
Usäksi on tiedettävä systeemin tila hetkellä, jona routimisilmiötä aletaan 
tarkastella. Tieto systeemin tilasta annetaan ns. alkuehdoilla. Matemaatti-
sessa mielessä reunaehdot ja alkuehdot liittyvät osfttaisdifferentiaaliyhtälöihin, 
jotka routimistehtävän tapauksessa ovat huokoisuuden jatkuvuusyhtälö  (4.14), 
huokosveden jatkuvuusyhtälö (4.17)  ja (4.34), jäätyvän maan tasapainoyhtälö 
 (4.24)  ja energiayhtälö (4.29). 
Maan jäätyessä voi systeemin sisälle syntyä ns. epäjatkuvuuspintoja, joiden 
läpi siirryttäessä voi vallitsevien suureiden  tai niiden denvaattojen arvot saada 
hyppäyksiä, mikä voi ilmetä esimerkiksi elementtimenetelmän ratkaisun 
epästabiiliutena. Epäjatkuvuudet otetaan huomioon ns. jatkuvuusehtojen 
avulla. Mandollisia epäjatkuvuuspintoja voi syntyä esimerkiksi routarajalle, 
raerungon repeämiin tai kohtiin, joissa aineominaisuudet muuttuvat.  
4.8.1 Termiset reunaehdot  
Termiset reunaehdot voidaan antaa seuraavan tyyppisinä:  
T (xi , t) = 	t) 
	Din chi et 
- K('X T) 	= 	t) 
	Neumann 	 (4.37) 
aT + 	= h, 	 Cauchy, Robin, mixed 
Ehdoista (4.37) nähdään, että Dirichlet'n ehto ja Neumannin ehto saadaan 
Cauchyn ehdon enkoistapauksina. Dinchlet'n ehtona voidaan antaa maanpin
-nalla lämpötilajakautuma,  joka noudataa esimerkiksi vuorokauden keskimää
räistä lämpötilaa. Kun tarkasteltavan maakontinuumin alareuna ulottuu 
riittävän syvälle, pysyy sen lämpötila lähes muuttumattomana, jolloin Dinchlet 
-tyyppisenä reunaehtona voidaan antaa vakiolämpötila. Neumann -tyyppisenä 
reunaehtona puolestaan annetaan lämpövirran tiheys. Jos valitaan lämpöens-
tetty eli adiabaattinen reuna, ehdon  (4.37)2  oikea puoli häviää ja päädytään 
homogeeniseen Neumannin ehtoon. Cauchy -tyyppinen ehto voitaisiin antaa 
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tilanteessa, jossa systeemin sisallä lämpö siirtyy johtumalla Fourier'n lain 
 mukaan  ja ulkopinnalta ympäristöön konvektiivisesti. Tällöin saadaan konsti-
tutiMnen yhteys 
2 
	 = hc(TTe) 	 (4.38) 
Todettakoon, että reunan samassa pisteessä voidaan antaa  vain joko lämpö-
tila tai lämpövirran tiheys, ei siis molempia samanaikaisesti.  
4.8.2 Mekaaniset reunaehdot  
Tasapainoyhtälön (4.24) ratkaisemiseksi annetaan maakontinuumin reunalla 
joko siirtymä  
u1 (xi , t) = ü (xi , t) 	 (4.39) 
tai traktio 
a (x1 , t) u1 = 	(x1 , t) 	 (4.40) 
Huomattakoon, että traktio liittyy nyt kokonaisjännitykseen. Siirtymäreunaeh
-don  tavallisin tapaus on se, jossa reunan siirtymät häviävät. Esimerkiksi 
maakontinuumin reuna rajoittuu kallioon tai ulottuu syvälle maaperään, jossa 
vallitsee vakiojännitystila. Traktioreunaehtona puolestaan annetaan esimer-
kiksi ulkoinen kuormitus maanpinnalla. 
Huokosveden jatkuvuusyhtälön (4.17) ratkaisemiseksi annetaan maakonti-
nuumin reunalla joko huokosveden paine  
(x3 , t) = 	'x3 , t) 	 (4.41) 
tai virtaustiheys 
flWW  (xi , t) v 	= 7(x, t) . 	 (4.42) 
Virtausyhtälön ratkaisemiseksi edullisinta olisi valita ratkaisualue siten, että 
aluetta ympäröi joko huomattavasti läpäisevämpi  tai läpäisemättömämpi 
 maakerros.  Jos ratkaisualue rajoittuu selvästi läpäisevämpään maakerrok
-seen,  voidaan ajatella, että maakerros on eräänlainen vesivarasto, jossa 
vallitsee hydrostaattinen paine. Tällöin reunaehtona voidaan antaa huokos
-veden  paine. Jos taas reuna on läpäisemätön, virtaustiheys  häviää. Jääty-
neen maan pinta voidaan olettaa läpäisemättömäksi. 
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4.8.3 Alkuehdot 
Mkäli mandollista valitaan tarkastelun kohteeksi täysin  konsolidoitunut ja 
 jäätymätön maakontinuuni.  Tällöin siirtyrriä ja huokosveden virtausta ei vielä 
esiinny ja maakontinuunin lärrötiIan ja huokoisuuden jakauturrinen tunne-
taan. Siten voidaan esittää alkuehdot 
T (x3 , 0) = F(x) > 
(xi , 0) = 	
(443) 
ujx,0) = 0 
n(x,O) = ff(x3 ) 
AJkutila on täten referenssitila, jonka suhteen muutoksia aletaan  nitata. 
Todettattakoon, että maakontinuunin oma paino ja mandollinen pintakuonTi
-tus  aiheuttavat alkujännhlystilan, joka otetaan huorrioon lisäämällä alkujänni
-tys  tehokkaan jännityksen yhtälöön (421). PJkuehtojen on lisäksi toteutettava 
 systeerrin  reunoilla vallitsevat reunaehdot.  
4.8.4 Jatkuvuusehdot 
Säilyrrslakeja johdettaessa otaksuttiin esiintyvillä suureilla olevan sellainen 
jatkuvuus, että Gaussin lauseen soveltarrinen sen tavanomaisessa muodossa 
 (3.10) on  mandollista. Siten vallitsevat yhtälöt eivät salli epäjatkuvuuspintojen 
 kuten  jäälinssien syntyrrstä. Myös routarajalla jatkuvuuksien tulee toteutua, 
 rrinkä osoittarriseksi  johdetaan tarvittavat jatkuvuusehdot. 
Olkoon systeenin sisällä epäjatkuvuuspinta , joka liikkuu nopeudella Vt. 
pinnan normaalin suuntaisesti (kuva 12). 
7 
Kuva 12: Epäjatkuvuuspinta. 
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Pinnalla ilmenevät epäjatkuvuudet otetaan huomioon lisäämällä ns. hyppy- 
ehto Gaussin lauseeseen (3.10),  joka siten saa yleisemmän muodon 
f tkl...fl,jdD = / tkl 	- /[tkl...fljvdr . 	(4.44) 
Hyppäykselle epäjatkuvuuspinnan  läpi on käytetty lyhennysmerkintää 
[tkl 
. 
.j 	t 	 - 	 • . 	 (4.45) 
Vastaavasti Reynoldsin kuljetuslause (3.9) saadaan muotoon 
= f/t. . .  n, + 	. .  u) ]dQ + 
£7 	 (4.46) 
+f(ftJwv 
Soveltamatla lausekkeita  (4.44) ja (4.46) yleiseen säilymislakiin (3.11) voidaan 
kiqoittaa yhtälö  
f[Aa.o + (Aa Ufl) p JdQ = _fJ a .d0 ^ fBa dQ fAa dO ^ 
£7 	 £7 	 £7 	 (4.47) 
f ((Aa]Wvfl - (AaUpJvp)dF - fiia].  
Tästä saadaan sekä alueessa 	vallitseva paikallinen muoto (3.12) että 
epäjatkuvuuspinnalla  vallitseva paikallinen ehto 
IAa JWpV,3 	IAaUpIUfl - [Jaj = o . 	 (4.48) 
Siten yhtälöä (4.48) käyttäen voidaan lausua massan säilymislakeihin (3.16), 
liikemäärän taseen periaatteeseen (3.23) ja energian taseen penaatteeseen  
(3.32) liittyvät hyppyehdot: 
fpsf3sjwv - [PS  I3S UJ V = 0 
(4.49) 
/[pwpw + piI3iJw.v1 - [pwI3wurJvi - [pf3'uJv1 	0 
E  ([pkpkU]cJwv - [(pkpku!o) uJv + [CJ) = 0 	 (4.50) 
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E  ((ek ^ lf3kpkUkUkJW v - [(ek + pkpkUU)UJ(Jv + 
k 	 (4.51) 
-(cuJ +[flvj) = 0. 
Tarkastellaan ehtoja (4.49)... (4.51) lähemmin routarajalla. Tehdään tavan-
omaiset olettamukset (Salonen 1987) nopeuden jatkuvuudelle 
[u1J = 	 (4.52) 
ja lämpötilan jatkuvuudelle 
(TJ = o . 	 (4.53) 
Tällöin ehdosta  (4.49)  seuraa välittömästi, että 
 f3S  on jatkuva, mistä edelleen 
huokoisuuden n jatkuvuus. Kun funktiolle f käytetään muotoa (4.5), on huo-
kosveden suhteellinen osuus  x  jatkuva. Siten myös ja ovat jatkuvia. 
Ehto  (4.49)2  voidaan kirjoittaa muotoon  
1 [((3W  + -P-/3i)(W - u15)jv - [fJwvWJv = 0 , 	 (4.54) p W 
josta edellisten päätelmien mukaan seuraa, että huokosveden virtausnopeus  
13''7' on jatkuva. Tällöin yhtälöstä (4.12) voidaan päätellä, että huokosveden 
paineen  pvç  gradientti on jatkuva, mutta subgradientin B' gradientti on 
epäjatkuva. Ehdosta (4.50) puolestaan nähdään helposti, että kokonaisjänni -
tys on jatkuva, ja edelleen myös sen en osat ovat jatkuvia. Koska huokos
-veden  jäätymistä ei tapandu vielä routarajalla, voidaan ehdosta (4.51) päätel-
lä, että lämpövuo on jatkuva. Täten myös lämpötilan gradientti on jatkuva. 
Siten routarajalla on voimassa jatkuvuusehdot 
[TJ = 0 
(pkJ = 0,  [u]J = 0, [ajj =  0, [q1kJ = 0, k E (s, w, 	 , 	(4.55) 
[flwWJ=  0, [T 1J= 0 
Todettakoon lopuksi, että esimerkiksi jäälinssien syntyessa tai huokosveden 
jäätyessä jo routarajalla ehdoista (4.55) ovat voimassa enää vain lämpötilan 
 ja  jännityksen jatkuvuusehdot. 
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4.9 Routinistehtävän ainevakk* 
Routimistehtävässä on tuntemattomien suureiden lisäksi myös tunnettuja 
suurelta, jotka kuvaavat jäälyvän maan fysikaalisia ja mekaanisia ominai-
suuksia. Edelleen niistä osa on tehtäväkohtaisia ja osa tehtävästä riippumat-
tomia ainevakicita. Tehtäväkohtaisesti määntettäviä ainevakiota ovat  sulan 
 maan  veden johtavuus k, huokosveden sitoutumisesta nippuva parametri  a 
sekä raerungon theys, ominaislämpökapasiteetti, lämmönjohtavuus ja kaksi 
kimmovakloiden joukosta (kimmokerroin  E, Poissonin suhde v, liukukerroin 
G, Lamën parametn  ?s,  tilavuudenmuutoskerroin ks). Korostettakoon vielä, 
että kimmovakiot eivät ole yksittäisten maarakeiden vaan yksittäisistä maara-
keista koostuvan raerungon ainevakioita. Tehtävästä riippumattomina aineva-
kiolna voidaan pitää huokosveden  ja huokosjään tiheyttä, ominaislämpöka-
pasiteettia ja lämmönjohtavuutta  sekä veden sulamistämpöä (taulukko 1). 
Taulukko 1: Huokosveden ja huokosjään ainevakioita.  
Komponentti p C K 
[kgm] [Jkg 1 K1] [tyil  K] [Jkg 1 ] 
Huokosvesi 1000.0 4180.0 0.56 
333.0 *103 
Huokosjää 917.0 2100.0 2.24 
Mutta mitkä ovat huokosjään mekaaniset ainevakiot? Ilmeistä  on, että tässä 
tapauksessa ei voida käyttää puhtaan kiinteän jään parametrejä,  sillä esi-
merkiksi Tsytovich (1975) on havainnut, että puhdas kiinteä jää on viskoo-
sisenipi kuin jäätynyt maa. Ilmiö selittynee osittain  sillä, että huokosjään ja 
raerungon välissä on huokosvesikerros, jonka paksuus riippuu lämpötilasta. 
Huokosjää ja raerunko eivät täten liity toisiinsa täysin jäykästi, vaan niiden 
välillä voi tapahtua liukumista. Näyttää siltä, että usein huokosjään  me-
kaanisiksi ainevakioiksi valitaan tehtävän kannalta sopMmmat (Shen & 
Landanyl 1987, Jiajie & Ming 1991). Eräs mandollisuus määrittää 
huokosjään ainevakiot on arvioda ne sutan ja jäädytetyn maan koetulosten 
perusteella. 
4.10 Yhteerweto  
Kootaan edellä esitetyt routimistehtävän yhtälöt yhtenäiseksi yhtälösystee-
miksi käyttäen kuvan 13  merkintöjä. Valittuina perustuntemattomina esiinty-
vät lämpötila T, huokoisuus n, huokosveden suhteellinen osuus raerun-
gon siirtymä u,, huokosveden paine  pW4  ja huokosveden virtaamanopeus  
f\,'; yhteensä 10 kpl. 





Ktr'a 13: Käytettyjä merkintçya 
Vastaavat kenttäyhtälät ovat 
- jatkuvuusyhtälöt 
-ri3O +/(1 - n)u ,0j = 
I k  ,pW 	7 ^ I _L (pvf . - pwg.,)] ^ I  pwg 	T0 
-/x ^   (i -  )-çJ,10 -  (i -  .P Jn(0 + x, u1,0) = o pW/ 
- tasapainoyhtätö 
((1_ 	 ^ (1 - n)2G 5 u (,) ^  131 	13 
+ /1 - n) (KS - .G) ^  (1 - n)zKJuk,kå1j) + 
- 	
- pW!i  (1 - x)z-j. ^  
+ [pS  (1 - fl)  ^ pwn + p1 (1 - x)nJg1 = 0 
- energiayhtälä 
C 	 - (ic T,1,). + pWCW(f3WV')  T,1  + 





1in/ I ^ 	- ± 	 , kun D ^ 0 
al 	 p1 	pW/ 
1, 	 kunD0 
- Darcyn yhtälö 
f3WV W = - 	 1/PI - p Wg ^ pwf / pWg/ /3W/2 	 I 
Perustuntemattomien  valintoja vastaavat reunaehdot ovat 
- termiset reunaehdot 
1' (x3 , t) = T(x. t) 	 aQT 
-  (x3 , T) T 1 v = c7x3 , t) 	8Qq 
- mekaaniset reunaehdot 
u (x2 , t) = iJ (x1 , t) 
c (x1 , t) v3 =  5•  (x1 , t) 
£  (x3 , t) = 	t) 	 8Q 
f3WV'  (x3 , t) v 1 = 7(x. t) 	ôQ 
Lisäksi on esitettävä alkuehtoina tiedot lämpötilasta, raerungon siirtymästä ja 
 huokoisuudesta alkuhetkellä alueessa  ja sen reunalla. 
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5 YKSIULOTTEISEN TAPAUKSEN TARKASTELU  
5.1 Yksiulotteinen routimistehtävä  
Valitaan yksiulotteisen tapauksen koordinaatisto siten, että ongo on maanpin-
nan tasalla ja syvyyttä kuvaava z-akseli juoksee alaspäin (kuva 13). Yksiulot
-teisen  tapauksen yhtälöt muodostetaan  yksiaksiaalisessa siirtymätilassa. 
 Tällöin kaikki muut paitsi z-akselin suuntaiset siirtymät häviävät:  
u2 (z, t) , 	u = o, 	u, = 	. 	 (5.1) 
- 
F 
t = 0: T0(z), 	n0(z), 	h0(z) = 0, 	= 
0 Q(z) 
z=z: 	T=T, 	h=0, 	u=O 	 F + 
Kuva 14: Routimistehtävän yksiulotteinen  tapaus. 
Oletetaan, että ennen routimisprosessin käynnistymistä vallitsee stationään-
nen tila, jota pidetään referenssi- eli alkutilana. Tilan määrittävät muuttujien 
arvot, joihin viitataan merkinnöillä ( )°: 
T(z,O) = T°(z) > T0 
n(z,O) = n ° (z) 
h(z,O) = h°(z) 	0 
(5.2) 
u (z, 0) = u ° (z) 	0 
ajz, 0) = 	= - 	 - nO)pS ^  flOpwjdz 
58 	 Maan routiimsen tenTlomekaaninen malli ja sen laskelmat 
YKSIULOTTEISEN TAPAUKSEN TARKASTELU 
missä huokosveden paineen suhteen  on tehty muuttujan vaihdos 
	
h = 	_pwgz . 	 (5.3) f3W 
Siten jatkossa operoidaan käyttäen huokosveden paineen muutosta  h, joka 
ilmoittaa huokosveteen jäätymisessä syntyvän alipaineen. Referenssitila  (5.2) 
 vastaa  sulan  maan tilaa, jossa tarkastelun alkuhetkellä ei esiinny siirtymiä ja 
huokosveden virtausta. Määritelmistä (5.2) neljä ensimmäistä toimivat routi-
mistehtävän al kuehtoina. 
Routimistehtävän yksiulotteisen  tapauksen yhtälösysteemi muodostetaan 
yhtälöistä (4.11), (4.12), (4.14), (4.24), (4.29) ja (4.34). Tehdään tarvittavat 
muuttujien vaihdokset sekä otetaan huomioon alkujännitykset  ja huokosjään 
 osalta  vain kimmoiset  ominaisuudet. Siten saadaan yhtälösysteemi 
fl .0 —/(1_flU5,0j 5 = 0 
- K h 0 ^ S = 0 
(M u} - (h + 2p"-f) ^ 	 = o 
C T,0 	(K T,5,)5  ^ pwcw(pwv') T + pw--ff = z 	p0 	 (5.4) 
kun D ^ 0 I 
 ( - - 
1in(- ) 
^ 	
- -- )(- 	
-  11 - 
a/ 	T0 1 	p1 	pW/ 	P0) I! z=1 
1 	 , 
WVW = -__(h5 +  
S 
 = [
(pW z)I,z - K5 (2P P) - (i - P)ni0, pW.l 	T 0 
K5 = 3/i +  (i z)J 
K = (1 - n)K 3 ^ (1 - n)XK 1 
(5.5) 
M 	(1-n) (Ks  + 	^ (1 - )n K 1 
[ps  (fl O _ ) + 	 - n°-1)  + p1 (1- z)nJg5 
f = a_(1  - 
x2 
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ja 
C = (i _nJ)PSCS + XnPwCw ^ (i _)np 1 C 
K = (1 -n»z +ZnKW ^ (1 -i)n 
pw/nzo ^ (/3wVW)] 	 (5.6) 
D = 1n(-.) ^ (__ -_-)B 
pi 	pV! (
1 
= h  ^ pwgz - 
Yhtälösysteemi ratkaistaan reunaehdoilla  (kuva 14) 
	
T(O,t) = 	(t) 
pWV'(Qt)v = 0 
c(0,t) = 	= -qua 
(5.7) 
T(z,t) = 	(t) 
h(z,t) = 0 1,+ 
u(z,t) = 0 
5.2 Routimistehtävän ratkaiseminen 
Routimistehtävän (5.4) ratkaiseminen käsittää lämmönsiirtymisanalyysin, 
huokosveden vi rtausanalyysin ja raerungon siirtymäanalyysin. Lämmönslirty-
minen johtumaHa ja konvektiolla yhdistettynä faasinmuutokseen muodostaa 
lämmönsiirtymistehtävän, jonka analysoinnin tavoitteena  on määrittää lämpöti-
lakenttä ja huokosveden suhteellinen osuus käyttäen yhtälöitä  (5.4)4 ja (5.4)5 . 
Huokosveden virtausanalyysin tavoitteena on määrittää huokosvedenjäätymi-
sestä aiheutuva imu ja virtausnopeuskenttä yhtälöiden  (5.4)2  ja  (5.4)6  avulla. 
Raerungon siirtymäanalyysissa määntetään ulkoisesta kuormituksesta  ja 
termodynaamisen paineen muutoksista syntyvät raerungon siirtymät sekä 
maan huokoisuuden muutokset käyttäen yhtälöitä  (54)  ja (5.4)3 . 
Routimistehtävän ratkaisumenetelmä  on esitetty Iiitteessä 2. Routimistehtävä 
 ratkaistiin numeensesti käyttäen elementtimenetelmää. Numeensen käsittelyn 
kannalta merkittävintä oli vallitsevien suureiden jatkuvuus. Tällöin vältyttiin 
faasinmuutoksen aiheuttamilta tyypillisiltä epäjatkuvuusongelmilta. Kun lisäksi 
konvektio ei ollut hallitseva, voitiin ratkaisemisessa soveltaa standardi- 
menetelmää. Niinpä yhtälöt (5.4) diskretoitiln käyttäen jäännösfomiulaatiota 
sekä Galerkinin keinoa paikan suhteen ja ns. epäjatkuvaa Galerkinin  keinoa 
ajan suhteen. Routimistehtävässä esiintyvän epälineaansuuden vuoksi 
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ratkaisu jouduttiin iteroimaan, mikä suoritettiin Newton-Raphsonin menetel-
mällä. Kiinteä elementtiverkko muodostettiin kaksisolmuisista janaelementeis
-tä  ja tuntemattomien suureiden approksimoinnissa käytettiin lineaarisia 
muotoftinktioita paikkaulottuvuudessa ja vakioapproksimaatiota aikaulottuvuu-
dessa. 
Routimistehtävän ratkaisun kulku oli kaksiosainen. Ensiksi määntettiin lämpö-
tilakerittä ja huokosveden suhteellinen osuus tietyn alkajakson AT (esim. 
10mm) päähän käyttäen adaptiivista aika-askelta  At. Tämän jälkeen päMtet
-tim huokosveden  paineen muutokset, virtaamanopeus, raerungon slirtymä  
sekä huokoisuuden muutokset käyttäen tunnettua lämpötilakenttää  ja huokos-
veden suhteellista osuutta sekä kiinteää aika-askelta AT. Tätä proseduuna 
toistettiin, kunnes saavutettiin tavoiteltu kokonaisaika. 
Laskelmat tehtiin käyttäen Freundin laatimaa ohjelmarunkoa, joka soveltuu 
epästationääristen ja epälineaansten tehtävien ratkaisemiseen. Routimisteh-
tävän systeemiyhtälöiden muodostamiseksi laadittiin tarvittavat  Fortran-kieliset 
aliohjelmat (lute 3). Lisäksi lähtötiedot annettiin ja laskentaa ohjattiin erityisen 
lähtötiedoston välityksellä  (lute 4). 
5.3 Esnerk1dIaskelnit 
 5.3.1  Lähtätiedc 
Esimerkkilaskelmat suoritettiin käyttäen vertailukohteena erästä vakiolämpöti-
lakokeena tehtyä routanousukoetta (Fribeig & SJunga 1989). Laboratonoko
-keen  koejäqestely on esitetty liitteessä 5. Kokeen alkuhetkellä maanäyte oli 
ollut vakiolämpötilassa +3°C ja täysin vedellä kyllästetty. Routanousuko-
keessa näytteen yläpään lämpötilana oli pidetty -3°C ja alapään +3°C. Näyte 
oli ollut kokeen ajan kuormittamaton. Routanousukokeen kokonaiskesto oli 
ollut 24h. Maalajiluokituksessa näyte oli luokiteltu siltiksi ja sille oli määritetty 
 mm.  kiintotiheys, huokoisuus  ja vedenjohtavuus (taulukko 2). Todennäköisesti 
 se  oli ylikonsolidoitunut. Raerungon ominaislämpökapasiteetille  ja lämmönjoh-
tavuudelle käytettiin maalajille keskimääräisiä arvoja (taulukko 2). 
Ennalta määnttämättömiä parametrejä olivat huokosveden sitoutumisesta 
nippuva parametri a sekä kimmovakiot. Näiden sekä ulkoisen kuorniituksen 
 q  suhteen suoritettiin eräänlainen herkkyysanalyysi. Parametnen vaihteluvälit 
 on  esitetty taulukossa 3ja lisäksi paramethn a merkitystä on havainnollistettu  
kuvassa 15. 
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[Jkg 1 K1] 
K 
[V'kn 1 K 1 } 
0.39 5.0 x10 2726.0 *9JOJ *20 
* maarakeille keskimääräinen 








[ 	 ] 
kuormitusq 
[kPa] 
0. 1 ...6*1OA 0.5...100 0.4 0...1000 0.3 0...600 
** sulan  maan kimmokerroin, raerungon kimmokerroin  E E/(1-n°). 
0,8 
a = 0.00001 
a=0.0006 
- - -  0,4 0,2 
-5 	-4 	-3 	-2 	-1 	0 
LÄMPÖTILA T rc 
Kuva 15: Pararr,et,in a vaikutus huokosveden suhteelliseen osuuteen. 
Laskelmat tehtiin yläosastaan tihennetyllä 63 solmuisella elementtivecicolla 
 käyttäen kiinteää aika-askelta  AT = 10mm. Erään tapauksen tulostuksen
listaus ajanhetkellä t = 1 h on esitetty Iiitteessä 6. 
5.3.2 TuSokset ja tuIosen tarkaelu 
TapausaO.0001, E=1OP.a,E=1OMPajaq=OkPa  
Kuvissa 16 (a)... (e) on esitetty järjestyksessä lämpötila T, huokosveden 
suhteellinen osuus 	huokosveden alipaine h, virtausnopeus 13wV, terrno- 
dynaamisen paineen muutos 	=  p - pWgz  ja huokolsuus n syvyyden 
funktiona ajan hetkillä t = 1 h, 4 h, 12 h, 24 h. Kuvassa 17 on esitetty kom-
ponenttien tilavuusosat ajan hetkellä t = 24h. Routanousun ja roudan 
 tunkeuturrsen lasketut  tulokset ja koetulokset on esitetty ajan funktiona
kuvassa 18. Siinä on esitetty myös routanousu tapauksissa, joissa maan 
 kimmokertoimelle  on käytetty arvoja 20 MPa ja 30 MPa. 
0,45 	0,5 
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YKSI ULOTEI SEN TAPAUKSEN TARKASTELU 
(a) LänötiIa T rci 






(b) Huokosveden sutit. osuus  x 







(c) 1-kiokoepaineen rruutos (mu) h [MPaJ 









(c Virtausnopeus V' ['10 7 m(s] 





(e) Termodyn. pan. nudos àp [MPa] 














t=lh —°-----t=4h 	A 	t=12h —°---- t=24h 
Kuva 16: (a) läirpölilan, (b) huokosveden  suhteellisen osuuden,  (C) huokosveden 
 paineen muutoksen (imu),  (cl) huokosveden virtausnopeuden, (e) teimodynaairisen
 paineen muutoksen  ja (f) huokoisuuden lasketut aivot, kun a = OXX3OI, E = 10 MPa, 
 E =10  MPaja q =0 kPa kuI• la T°(z) = +3°C Maalaji ylikonsolidoitunut  silti. 
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Kuva 17: Komponenttien tilavuusosat 13k ajan hetkellä t 24h, kun a=O.0091, 
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kuva 18: Routanousun ja toudan tunkeutumisen lasketut tulokset ja koetu-
lokset, kun a =0. c#JOl, E = 10 MPa, E = 10 MPa ja q = 0 kPa. Alkulämpö
-tila  T°(z) = +3 °C. Maalaji ylikonsolidoitunut siltti. 
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YKSIULOUEISEN TAPAUKSEN TARKASTELU 
Tarkastelemalla kuvia 16... 18, voidaan tehdä seuraavat havainnot: 
(a) Suunn osa huokosveden jäätymisestä tapahtuu varsin kapeassa vyöhyk-
keessä aivan routarajan yläpuolella  (kuva 16(b)). 
(b) Huokosvedessä valhtseva alipaine (imu) (kuva 16(c)) on routimisvyöhyk-
keessä Wlliamsin (1991) arvion (1,2 MPaI°C) suuntainen (vertaa kuva 7). 
(c) Kohdan 4.2 olettamus huokosveden virtausta vastustavan voiman auto-
maattisesta huomioon ottamisesta routimisvyöhykkeessä näyttää toteutu-
van (kuva 16(d)). Virtausnopeudessa esiintyvät heilahtelut johtuvat ilne-
sesti siitä, että routimisen alkuvaiheessa huokosveden virtausnopeus ai 
suurimmillaan aivan näytteen yläpinnan tuntumassa, jolloin reunaehdon 
 (5.7)2  toteutuminen vaatii virtauksen häviämistä hyvin lyhyellä matkalla, 
mitä käytetty laskentamenetelmä ei sen yksinkertaisuuden vuoksi k4e 
toteuttamaan. Virtausnopeus on kuitenkin niin pieni, ettei heilahteliilade 
havaittavaa vaikutusta lopputulokseen. Se myös näyttää vaimenevan ajan 
kuluessa. 
(d) Systeemin tilassa tapahtuvat muutokset kuten roudan tunkeuturrnsno-
peus, huokosveden virtausnopeus ja roudan nousunopeus ovat suunm-
millaan heti routimisen käynnistyttyä hidastuen sitten asteittain systeemin 
lähestyessä stationäänstä tilaa. Laskentamallin stationäärisessä tilassa-
lämpötilakenttä pysyy muuttumattomana, huokosveden jäätyminen lakkaa 
 ja virtaus  pysähtyy, routanousu ja roudan tunkeutuminen ovat saavutta-
neet maksimiarvonsa ja lämpöä siirtyy enää vain johtumalla. Routa- 
nousun koetulosten perusteella voidaan kuitenkin päätellä, että todel-
lisuudessa huokosveden jäätyminen ja virtaus jatkuvat. Tällöin voidaan 
kyseenalaistaa termin (1/pw)nu10  jättäminen pois yhtälöstä (4.35) sen 
 vähäisen merkityksen vuoksi. Tähän käytetty malli ei pysty antamaan 
vastausta, sillä raerungon kimmoisesta käyttäytymisestä seuraa, että 
raerungon nopeus häviää stationäänsessä tilassa.  
(e) Olettamus maan kimmoisesta käyttäytymisestä näyttää antavan routa- 
nousulle oikean suuntaisen mutta karkean approksimaation silloin, kun 
systeemi ei ole vielä saavuttanut stationäänstä tilaa eli kun routaraja 
etenee nittävällä nopeudella (kuva 18). Oettamuksen karkeus näkyy 
myös huokoisuuden arvoissa, sillä vastaavan tyyppisissä kokeissa (Jame 
& Norum 1980, Penner 1986, Frémond 1988) on havaittu, että huokoi-
suus kasvaa hyvin nopeasti heti routarajan yläpuolella saavuttaen maksi-
miarvonsa routarajan läheisyydessä (kuva 19). 
(f) Koetulosten outo käyttäytyminen (kuva 18) routimisen alkuvaiheessa 
johtunee routimisprosessin käynnistymisvaikeuksista. 
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Kuva 19: Vesipitoisuuden jakautuminen Pennenn  (1986) mukaan.  
Routanousui herldcyysanalyysi  
Kuvissa 20... 23 on havainnollistettu sulan maan ja huokosjään kimmmokertoi-






















0 	10 	20 	30 	40 	50 	60 	70 	80 	90 	100 
Sulan maan kimmokerroin E [MPa] 
Kuva 20: Sulan maan kimrrkertoimen E vaikutus routanousuun, kun 
 E' = 10 MPa, a  = 0.0001 ja q = 0 kPa. Maalaji ylikonsolidoitunut siltti. 
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Kuva 21: HuokosJääri W *e,'toimen E' vaikutus routanousuun, kun 
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Kuva 2 Parametñn a vaikutus routanousuun, kun E =10 MPa, E =10 Å4a 
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Kuva 23: Kuonrituksen q vaikutus routanousuun, kun a = 0.0(X)1, 
E = 10 MPa, E 1 = 10 MPa. Maa/ali ylikonsolidaitunut siltti.  
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YKSI ULO1TEI SEN TAPAUKSEN TARKASTELU 
Kuvia 20. .23 tarkastelemalla voidaan tehdä seuraavat havainnot:  
(a) Sulan maan kimmokertoimen pienillä arvoilla on merkittävä vaikutus 
 routanousun  suuruuteen (kuva 20). Tällöin kuitenkin olettamus kimmoi - 
sesta käyttäytymisestä on yhä virheellisempi, sillä maa on ns. normaalisti 
 konsolidoitunut  tai jopa alikonsolidoitunut ja muodonmuutokset tapahtuvat
pääasiassa piastisesti. Jotta olettamusta maan kimmoisesta käyt täyty-
misestä voidaan käyttää routanousun jonkinlaisessa approksimoin nissa, 
 täytyy näin  ollen edellyttää, että maa on ylikonsolidoitunut.  
(b) Huokosjään kimmokertoimella  on sulan maan kimmokeitoimen suuntal-
nen vaikutus routanousuun. Kuva 21 osoittaa, ettei huokosjään kimmo-
kertoimelle voida kyseisessä tapauksessa käyttää puhtaan kiinteän jään 
 kimmokertoi  men arvoja. 
(c) Parametrin a merkityksen selventämiseksi oletetaan, että  se riippuu aro-
astaan mineraalipartikkelien ominaispinta-alasta paitikkelien sähkoi sen 
 varaustason  pysyessä muuttumattomana. Parametri a on täten sitä 
suurempi mitä suurempi ominaispinta-ala on. Routanousuun parametrilla  
a on päinvastainen vaikutus eli mitä suurempi  parametn a sitä pienempi 
 routanousu  (kuva 22), mikä selittyy pienemmällä imu-ja routimisvoimalla.
 Tätä ilmiötä ei  kuitenkaa pidä yleistää muihin tapauksiln. Fribergin & 
Slungan (1989) mukaan ominaispinta-alaan perustuvaa routimiskriteeriä 
 voidaan  soveitaa ainoastaan moreenimaalajeille.  
(d) Ulkoisen kuormituksen vaikutus (kuva 23) on Shengin & Knutssonin  
(1993) esittämien tulosten suuntainen (kuva 24). Todettakoon, että 
laskelmien referenssitaso on kuormittamaton, jolloin routanousu on 
 kuormittamattoman  tapauksen routanousu vähennettynä kuorrrituksen
 aiheuttama  kimmoinen siirtyrnä. Mikäli referenssitHa on kuorrnitettu ja
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Kuva 24: Kuo,mituksen vaikutus routanousuun Shengin & Knutssonin (13) 
mukaan. 
68 	 Maan roslinisen tetmmarIren rmlli ja sen bsIrmt 
p)iÄIELMÄT 
6 PAATELMAT 
Maan routimisen olennaisin piirre on sitoutuneen huokosveden jäätyminen, 
 josta aiheutuvan imun routimisvyöhykkeeseen kuljettaman huokosveden 
jäätyminen siihen liittyvän tilavuuden kasvun kanssa aiheuttaa maan 
huokoisuuden kasvun ja routanousun. Sitoutuneen huokosveden jäätyminen 
 on irreversiibeli,  spontaani prosessi, ja se vaatii tapahtuakseen normaalia 
jäätymispistettä (0°C) alemman lämpötilan. Termomekaanisessa mallissa 
huokosveden sitoutumisen vaikutusta sen jäätymiseen on kuvattu 
konveksisella funktioHa f muuttujinaan komponenttien tilavuusosat. 
Matemaathnen malli, joka perustuu kontinuumimekaniikan ja makros-
kooppisen termodynamiikan periaatteisiin, kykenee kuvaamaan routimis-
prosessin en vaiheet ja niiden väliset riippuvuudet ja seuraukset. Mm. 
 seuraavien ilmiöiden selitys sisältyy malliin:  vedessä vallitseva paine laskee 
jäätymislampötHaa ja veden jäätyminen maan huokosissa pienentää 
routimiskerroksen vedenläpäisevyyttä. Sitoutuneen huokosveden jäätymis-
prosessin irreverslibelin luonteen vuoksi maan routimisen termomekaanista 
mallia on täydennettävä,  jotta sitä voitaisiin käyttää käänteisesti maan 
sulamisilmiän kuvaamiseksi. 
Yleisestä termomekaanisesta mallista (luku 3) voidaan konstitutiMsten 
yhteyksien avulla muodostaa tapauskohtaiset mallit valitsemalla sopivat 
vapaan energia ja dissipaatiopotentiaalin lausekkeet,  mikä edellyttää, että 
tunnetaan funktio f sekä muut matenaaliominaisuudet. 
Lähes kaikki termomekaanisessa mallissa käytetyt matenaaliparametnt ovat 
 sulan  maan parametrejä, jotka ovat maamekaniikassa yleisesti tunnettuja ja 
 hyväksyttyjä. Uutta mallissa ovat  funktion f parametnt. Ne voidaan määrittää 
menetelmällä, jota käytetään huokosveden suhteellisen osuuden  ja lämpötilan 
 välisen  suhteen määrittämiseen. Täten vältytään useissa routimismalleissa 
esiintyviltä ongelmallisilta paramettien määrityksiltä. Huomattavaa  on, että 
suotovirtaus- ja konsolidaatiotehtävä ovat routimistehtävän enkoistapauksia. 
Periaatteessa onkin mandollista muodostaa yksi yleinen termomekaaninen 
malli, joka soveltuu kaikkiin maamekaniikan tehtäviin. 
Cettamusta maan kimmoisesta käyttäytymisestä ja vallitsevien suureiden 
jatkuvuuksista voidaan käyttää routivan maan routanousun arvioimiseen, 
mikäli maa on ylikonsolidoitunut ja epäjatkuvuuksia, kuten jäälinssejä ei 
esiinny. 
Vaikka routiminen on matemaattisesti varsin monimutkainen systeemi, 
mandollistaa vallitsevien suureiden jatkuvuus  sangen yksinkertaisten 
menetelmien ja approksimaatioiden käytön sen numeensessa ratkaisemisessa. 
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PÄTELMÄT 
Tässä työssä tarkastelun kohteena ollut yksiulotteinen tapaus on 
 matemaattisen  mallin yksinkertaisin tapaus. Täten lisäseMtystä vaativat 
- jäätyneen maan muodonmuutoksen ja jännityksen välinen 
riippuvuus, 
- huokoisuuden kasvun realistisempi kuvaus (vrt, kuva 19), 
- funktion f määrittäminen, kun osa huokosvedestä jäätyy jo 
 routarajalla, 
- Iluenneiden suolojen vaikutus jäätymiseen, 
- vedellä osittain kyllästynyt tapaus,  
- epäjatkuvuuksien (esim. jäälinssit) huomioon ottaminen, 
- tarkastelun laajentaminen kaksi-  tai kolmiulotteiseksi.  
Lisäksi olisi tarkoituksenmukaista mallintaa myös maan sulamisilmiö, joka 
liittyy käytännössä hyvin läheisesti maan routimisilmiöön. 
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LuTE 1 
KONVEKSINEN FUNKflO  
I Määrftln 
Olkoon V lineaannen avaruus ja (p sen funktio R = R {+c4,  ts. funktio voi 
saada arvon  +co (Maugin 1992). Funktion (p sanotaan olevan konveksinen, jos 
ja jos vain 
q(Ax + (1 - A)y) ^  2ç(x) + (1 - A)q'(y) (L1.1) 
Vx,y E V, 	VA E [0,1] 
(kuva Li. 1).  
lndlkaalforiItnktio  
Olkoon C V:n alijoukko. Indikaattorifunktion  I määritelmä on 
I(x) = 
 10 jOSXEC 
1+00 josxEC. 
Jos C on konveksinen joukko, niin I, on konveksinen funktio: 
josxtai y C, yhtälön (L1.1) oikea puoli saa arvon  -I-ccja epäyhtälö on 
ilmeinen,  
josxjayE 	nhinXx+(1-?)yE cjosX.E[O,1]jayhtälön(L1.1)  
molemmat puolet häviävät.  
X 	Xx+(1-X)y 	y 
Kuva Li. 1: Konveksinen funktio. 
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2 Subdifferentiaali  
Olkoon  V*  Vn duaalinen avaruus ja (.,.), duaalinen sisäinen tu'o. Sitten 
sanotaan, että x e V*  on funktion cp subgradientti  pisteessä x, jos (kuva Li. 1)  
ja vain jos 
Vy e V, q (y) - q (x) ^ (x*,y - x) 	(L1.3) 
Funktion cp subdifferentiaali &p(x)  on siten kaikkien subgradienttien  x joukko 
pisteessä x: 
= Ix*) 	 (L1.4) 
Irdkaatloriftn,ktion subcbffetntiaaIi 
Indikaattorifunktion (L1.2) subdifferentiaali on (kuva L12) 
le josxC, 
C:n ulkoisten normaalien joukko,  
51(x) = 	 (L1.5) 
jos x on C:n reunalla  
10) jos x on C:n sisällä 
(x) 
(a) 	 (b) 
Kuva Li.2: indikaattorifunktion subdifferentiaali.  (a) con säännöllinen. (b) con 
epäsäännöllinen. 
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Edellisen erikoistapauksena voidaan pitää konveksisen joukon  
C  = ((pS,pW,pi) ER3 	+ /3W + /3 	1, 	
(L1.6) 
ps 
 .^ 0, /3W  ^ o, p ^ o) 
määiittelemää indikaattortfunktiota.  Tällöin subdifferentiaali on kuvan LI.3 
tasoa vastaan kohtisuorien normaalien eli subgradienthen joukko: 
(B,B',B') E aI(135 13w J3') 
(S 	W 	i)  EaI(X) 
/ 	= W = 
13 s 	
\ 	s =  E' 	= 0 
Kuva LI. 3: Seoskontinuumin indikaatto,'ifunktion määrittelyalue ja sutçradi-
entit. 
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ROUTIMISTEHTÄVÄN NUMEERINEN RATKAISEMINEN  
Routimistehtävä on yhdistetty reuna-arvo- ja etenemistehtävä, josta edelleen 
 käytetäan  nimitystä alkua vo-reuna-arvotehtävä. Tehtävätyyppien luonnetta
kuvataan symbolisesti kuvassa 1. 
ON  ANNErFU 	 Q 
RATKAISU ETENEE 
ALKUEHDO?" KAIKKIALLA REUNA 
	
(a) 	 (b) 
Kuva 1: (a) Reuna-aivotehtävä. (b) Etenernistehtävä. 
Routimistehtävä on kenttäprobleema, johon liittyvät kenttäyhtälöt ovat elliptisiä 
 ja  parabolisia osittaisdifferentiaaliyhtälÖtä  suljetuin tai avoimin reunaehdoin, 
 ja sen  ratkaisualue on paikka-aika-avaruudessa. Kenttäprobleema käsittää
 alueessa  Q vallitsevat epä]ineaanset diiferentiaaliyhtälöt 
= (0) 	£2 	 (L2.1) 
ja sen reunalla F reunaehdot 
= (0) 	p 	 (L2.2) 
Kenttäprobleema ratkaistaan elementtimenetelmällä, jota sovelletaan seuraa-
vasti: 
(1) Määritellään kenttäprobleemaja ratkaisualue.  
(2) Muodostetaan kenttäprobleeman heikko muoto jäännösmenetelmällä. 
(3) LJneansoidaan heikko muoto NNton-Raphsonin menetelmällä. 
(4) Diskretoidaan lineansoitu heikko muoto Gaierkinin keinolla.  
(5) Valitaan sopivat muotofunktiot ja muodostetaan elementtikohtainen 
diskreetti yhtälöryhmä.  
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2 EIementhmenelx?Ini ivutinistehtävän ralkaisenisessa  
2.1 Kenttäp,vbeeni 
Kirjoitetaan tarkasteltava routimistehtävä yleiseen muotoon 
( - [ki1)) + 	 + [ vzI{Jz - {Q) = {o}  Qe 
v[-[k].J = 0 	 ie , 	 ([2.3) 
v( - [kJ{)) -  {h} = o 	 I, 
[-(g) = 0 
msä 
y E (k,u,v), 	IQ} =  {Q({&)). 	([2.4) 
Pystyvekton  {4)  koostuu tuntemattomista funktioista, joita ovat ainakin lämpö-
tila T, huokoisuus n, huokospaine h ja raerungon siirtymävekton u, lisäksi 
tuntemattomiksi funktioiksi voidaan valita esimerkiksi virtaamanopeus V' 
ja raerungon siirtymänopeus  US,  jotka antavat lisäinforrnaatiota itse routimisil-
miöstä ja käytetyn elementhmenetelmän toimivuudesta. Kenttäyhtälöt (L2.3) 
 ovat  epälineaariset nippuvuuksien (L2.4) mukaisesti, ja lähdetermiin {Q} on
 sisällytetty kaikki  funktiolden {4)] nollatta kertalukua olevat termit. 
Ratkaisualue sijaitsee paikka-aika-avaruudessa,  ja se käsittää Atm levyisen 
aikaviipaleen, joka on jaettu pystysuunnassa elementteihin Q (kuva 2). 
Kuvassa 2 on paksulla viivalla merkitty ne reunat, joilla voidaan antaa tunte-
mattomia funktioita koskevia ehtoja.  Jkuehto ([2.3)4 annetaan nyt Dirichlet-
tyyppisenä reunaehtona reunalla F. Vastaavasti reunalla F,7 voidaan antaa 
joko Dinchlet'n tai Neumannin reunaehto. Hyppyehtojen  (.3)2  toteutuminen 




Fe 	Ie 	Fe 
g- 8 
Fe 
Kuva 2: Ratkaisualue. 
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2.2 Heikko muoto  
Kenttäprobleemaa (L2.3) vastaava heikko muoto muodostetaan ns. jäännös-
menetelmällä. Heikko muoto saadaan kertomalla vallitsevat yhtälöt mielivaltal
-sula painofunktioilla, integroirnalla  syntyneet lausekkeet omien ratkaisualuelt-
tensa yli ja laskemalla näin saadut yhtälöt yhteen. Siten saadaan elementeit-
täin integroitu muoto  
E f  {W)T/( - [kl ( ) ^ [u t ] (1. + [vi ] (}, - {Q)JdQ + 
+ 	f1hT/v([k]1)) - Ih)JdF + 	 (5) 
fhC 
+ 	
- {g)Jdl' =  0 
Fge• 
Hyppyehto (L2.3)2 toteutetaan etukäteen, jolloin  sen osuus jää pois heikosta 
muodosta. 
Lausekkeesta (L2.5) havaitaan, että alustavassa heikossa muodossa esiintyy 
funktioiden toisen kertaluvun derivaattoja, mikä tekee käsittelyn kömpelöksi, 
koska suppenevuuden takaamiseksi funktioiden approksimaatioiden täytyy 
olla ns. C1 -jatkuvia. Formulaatio saadaan käyttökelpoisemmaksi osittaisinte-
groinnilta, jota Salonen (1990) pitää elementtimenetelmässä "elämän ja 
 kuoleman kysymyksenä". 
Soveltamalla osittaisintegrointikaavaa  (Salonen 1990) 
f dQ = fVa h dl' - fih dQ 	 (L2.6) 
lauseke (L2.5) saa muodon 
/ (iw) [kl  (Z  + {wJ T [u] {}, ^  {w}T[vl 	- (w)nIc)9dQ + 
+ f(h}T/v(  [kl 	 - {h}Jdr ^  	ftwTv( [kl {}, ) dP+ 
^ 	fj 	- {g))dI' = 0 
(L27) 
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Koska painofunktiot ovat mielivaltaisia, voidaan valita 
(h)T = -lw) T 	r' 	 (L2.8) 
Tällöin yhtälö (L2.7) yksinkertaistuu muotoon 
' f ((w), [kl  {4)), + (w) T [u]  14)), 	(W) T [v] (4),Z  - (W)n{Q))dQ 
^ c f(h)r(h)  dr  + 
+' 	
(7)T({4)) 
 - (gI) dr = 0 
jossa on enää korkeintaan ensimmäisen asteen derivaattoja. 
Seuraavaksi muokataan yhtälön (12.9) aikadenvaatan sisältävää termiä. 
Sovelletaan jälleen osittaisintegrointikaavaa (12.6), mikä antaa muodon 
EJ'/Iwfz  [kf  (4).1, +  ([WIT  [u r ])  (4)) ^ (w)T (v 1(4)),  - {w)T{Q)Jdø ^  
+I' 
 f(h)r(j)  dr + 
e .1 	 (12.10) 
^ 	
f(%?)T((4)) 
- (g))dr ^ 	fvwT[u]4)  dr = 
Tehdään valinta 
(Q)T = {w)T[ u ] 	 (L2.11) 
jolloin yhtälö (12.10) saadaan muotoon  
[kl  (4)), +  ([wir  [us)) 14)) + (w) T [vi ] (&, - {w)T{Q)Jd ^  
^,' 	dr  + 	 (12.12)  
= 0 
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Osittaisintegroimalla aikaterrni  uudelleen päädytään lausekkeesee 
/ 
 ((w) [kl { 	 + (wIT [ul  1}, + lw)T [vi ] (), - {w} 	dQ 
+4:' fjj dl' + 
+4:'  fwT[u]( 	- lg})dP = 0 
(L2.13) 
Tämä on yhtälösysteemiä (L2.3) vastaava heikko muoto, missä ei vielä ole 
tehty oletuksia funktiolden approksimaatiolsta. Salonen  (1990) on käsitellyt 
yksityiskohtaisemmin painofuntiolden valintaan liittyviä piirteitä. Koska reuna-
ehdot (L2.3) 3 ja (L2.3)4 sisältyvät heikkoon muotoon, niitä nimitetään ns. 
heikoiksi reunaehdoiksi. Jos reunalla Fhe annettaisiin reunaehtojen (L2.3)2 
sijasta Dinchlet -tyyppiset reunaehdot, olisivat ne ns. vahvoja reunaehtoja. 
Tällöin niitä ei sisällytettäisi heikkoon muotoon, vaan ne toteutettaisiin etukä-
teen. 
2.3 Lineanso,nti Nev4on-Raphsonin menetelmällä 
Merkitään yhtälöä (L2. 13) symbolisesti funktiona 
= 	 (L.2.14) 




^ _____ 	z  + 	 c 	 (L2.1 5) 
missä allevlivaus viittaa tunnettuihin, tietyn referenssitason arvoihin. Näin  on 
 saatu lineaannen yhtälöryhmä, jonka ratkaisuna saadaan funktioiden muutok-
set. Tämän jälkeen lasketaan funktioiden uudet, tarkennetut arvot 
+ L11') , 	 (L2.16) 
joilla referenssitaso päivitetään uudelleen. lterointia jatketaan, kunnes virhe 
tietyn normin mielessä auttaa sopivan rajan, mikä käytännössä merkitsee sitä, 
että funktiolden muutokset lähestyvät nollaa. 
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Kirjoitetaan vielä linearisoidun heikon muodon lauseke:  







 [vi ] (}. ^ 	 l) + [] {}, ) + 
- {w)T(fJ ^  	 l})JdQ + 
^ f{w)T{h) dP + 
alu t ] + 	fi(rui 
( 	
-  (g)) 
 ^ 	
- {g)) j 	[uJJ})dF = 0. 
(L2.17) 
24 Diskretoinli Galerkinin keinolla  
Diskretoidaan heikko muoto (L2.17) käyttämällä tuntemattomille funktioille  {4)} 
approksimaatiolta 
{) 	{(z)} = [N(z)J(a), 	
(L2.18)  
jossa {a} on vapausasteista  koostuva pystyvektori. Approksimaatio (L2. 18) on 
 ajan suhteen vakio. Painofunktiot valitaan  Galerkinin keinolla, mikä tarkoittaa, 
että painofunktiot otetaan tuntemattomien funktiolden approksimoinnissa 
käytetyistä muotofunktioista: 
{w} 	= (N(z)}1 / 	I = i,2, - . ,n , 	 (L2.19) 
missä alaindeksi i viittaa tiettyyn vapausasteeseen. Korostettakoon,  että 
approksimaatiot (L2. 18) ja (L2. 19) ovat elementhkohtaisia ja vapausasteet {a] 
viittaavat tiettyyn elementthn. 
Diskretointi  muuntaa jatkuvan systeemin  (L2. 17) vapausasteiden lukumäärää  
n vastaaviksi yhtälöiksi  
E = 0 	i = 1,2, . ..,n 	eli 
(L2.20) 
(0) 
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Sijoittamalla approksimaatiot (L2.18) ja (L2.19) heikkoon muotoon (L2.17) ja 
integroimalla aikaviipaleen At yli saadaan yhtälöryhmä 
E  (F)e = E  ([K](a}e + {p}e) =  {o), 	(L221) 
jossa elernenttimatriisi on muotoa 
[KJe = f([B]T([B] 	[N] 
- (g))5[Ut] + [u]J[N] +  
(L2.22) 
al v] 
+ [N]([B]LJ_a()  [N] + 
[V7 ] [B])  + 
- [N]T 	[N]1ldz 
ja elementtivektori muotoa 
{p)e = f/[B] T [B] 	+ [N] T+ [ Ur]([N] 	- 
(L2.23) 
+[N] T [v7 ] [B]  - [N]T}Jdz + ([N]Th)  
Edellä on käytetty merkintää  
[B] = [N] 
	
(L2.24) 
Vertaamalla lausekkeita (L2.22), (L2.23)ja (12.17) keskenään havaitaan, että 
alkujaan kaksiulotteisen tapauksen tarkastelu on palautunut yksiulotteiseksi 
 ja  jäljellä on enää integrointi paikan suhteen. Tällaista menetelmää kutsutaan
epäjatkuvaksi Galerkinin keinoksi  (Johnson 1987, Freund 1990). Kun nyt 
käytetään vakioapproksimaatiota ajan suhteen, probleeman käsittely johtaa 
tulokseen, joka vastaa differenssimenetelmän impiisiittistä Euleria. Korkeam-
man asteen approksimaatioiden käytöstä epäjatkuvan Galerkinin keinon 
yhteydessä on esittänyt esimerkiksi Freund (1990). 
2.5 Routinehtävän diskreetit yhtäk 
Yksiulotteisen routimistehtävän yhtälösysteemi  muodostavat yhtälöt (5.4) ja 
 niitä täydentävät konstitutiiviset yhteydet  (5.5) sekä reunaehdot (5.6) ja
alkuehdot (5.2). Tuntemattomia perusfunktioita ovat lämpötila T, huokoisuus  
n, huokospaine h ja raerungon siirtymävekton u. Näiden lisäksi valitaan 
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tuntemattomiksi funktioiksi vielä virtausnopeus I3WVW  raerungon slirtymäno-
peus LJs ja funktio f, ja pystyvekton  {4J  kirjoitetaan muotoon 
{) = 	f h f3'V' u u: n
J T 	 (L2.25)  
Vastavat yhtälöt ovat tällöin energiayhtälö (5.4)4 , funktion T konstitutiivinen 
 yhtälö  (4.5), huokosveden jatkuvuusyhtälö  (5.4)2,  Darcyn yhtälö  (5.4)6,
 jäätyvän  maan tasapainoyhtälö (5.4)3 , raerungon siirtymänopeuden konstitutii-
vinen yhteys U=u 0 ja huokoisuuden jatkuvuusyhtälö  (5.4). 
Funktion ivalinta tuntemattomaksi funktioksi helpottaa yhtälöiden käsittelyä. 
Valinta on sopiva, sillä funktio f ja sen gradientti ovat jatkuvia kaikkialla. Sitä 
vastoin huokosveden suhteellista osuutta ei valita varsinaiseksi tuntemat-
tomaksi, koska se ei ole nittävän sileä - sen gradientti routarajalla on epäjat
-kuva. Funktion  suhteen menetellään seuraavasti: y,:ta pidetään heikon muo-
don muodostamisen ajan tuntemattomana termeissä, jotka sisältävät  sen 
aikadenvaatan;  kun tehtävää aletaan lineansoida, palautetaan :lle  sen 
 alkuperäinen merkitys, jolloin  se on lämpötilasta ja paineesta nippuva funktio. 
Tarkastelussa käytetään yhtä elementtiverkkoa  ja kaksisolmuisia lineaarisia 
janaelementtejä. Jokaisella tuntemattomalla funktiolla  on kussakin solmupis
-teessä  yksi vapausaste, ja niiden approksimoinissa käytetään yhtä muoto-
funktiotyyppiä. Uneaariset, lokaaliset muotofunktiot ovat muotoa  
- z - iv 	- - (1 + m) , 	- 
rn1 = -1,m2 =1, 	E[ -1, 1], 
(L2.26)  
missä symboli bon elementin pituus jaettuna kandella. Siten approksimaation 
 (12.18)  muotofunktiomatriisin kooksi  tulee 7x14 ja se on muodoltaan nauha-
mainen: 
[NJ= 
(NIT {)T ( o }T ( o )T {}T ( o )T ( o )T 
(o)T (N}T  ()T ( o )T ( o }T ( o )T {)T 
( o }T (o}T (N)T ( o )T ( o )T ( o )T ( o }T 
( o )T ( o )T {}T  {N)T  {)T ( o )T ( o )T 
 {}T  ( o )T {}T (o)T (N)T ( o )T {}T 
( o }T {}T ( o }T ( o }T (o}T {N)T (o}T 
 {}T  ( o }T {}T ( o }T ( o }T (o}T  (NIT 
(12.27) 
Vastaavasti matnisi [B] saa modon 
- 
[B] = [N] 	-?- . 	 (12.28) e  ôz 
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Vapausastepystyvekton  on kokoa 14x1, ja se voidaan kirjoittaa symbolisesti 
muotoon 
(a) 	/( T)(f)(h){ v)( u )( u){n )J T . 	(.29) 
Käyttämällä edellä lueteltuja yhtäloita ja esitettyjä tuntemattomien funktkden 
approksimaatioita saadaan elementtimatriisi (L2.22) muotoon 
U 
[KJe = 
[KJ[ oj[ o J[KJ[  01/ o J[KTOJ 
[KfTJ[KJ[  011  oJ[ oJ[ 0 	01 
[KhTJ[KJ/K1[ o j[  oIl 0 J/KJ 
[KJ[K][KJ[KwJ[ oJ[ 	j 
[KuT][KJ[KJ/ o ][K][ J[] 
[0 J[ o  [ o j[ o  J/KUuJ[KJ[ o J 
[ ° 1[ 01/ o]/  01/  O]/KnUJ/K]  
(L2.30) 
(L2.31) 
ja elementtivektori (L2.23) muotoon 
(F)e = [{FT) (Fe) (Fh) (Fy) (Fu) (FU) {F n}J T . 
Elementtimatriisin ja -vektorin yhtälökohtaiset osuudet ovat seuraavat: 
Energiayhtälo 
/KJ = bl  (1BI((BTiNT + K(B)T) + 
^ (N)_j_/(IN) TLTJ - 	 ^ .QJINJT ^  	(L2.32)  
^ (N)pwCk(N)T[iJ1B)T + 
^  (N}-+ p 1 -- (NJ TLnJ (1NJ TL1I ^ x  - 	 NJ nI dC, 
[KJ = bf ((NpWCWBITLTJ(NJT) d, 	 (L2.33)  
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1 
[Ktm] = bf (/{E)(BITLTJI{N)T ^  IN}--- ((N)TL) - L1i (L2.34) 
- 1 
+ {N)+ Pi  -- IN)TLTJ  (x - i,)J  (NIT) d 
(F T)  = bf/ (BIK (B)TL/ ^  (N}+  ((N)TL1 - 	 ^ 
-1 	 (L2.35) 
+ (N)pwcklIN}TIi} (B)T(I) + 
^ {N)_j p1 - {N)TLTJ (N) Tth}  (x - i,  Jd 
Funktio I 
•1 
[KtT] = bf (IN)2a_Z--{N)T)d , 	 (L2.36) 
-1 
[Ktf] = bf({N}{N}T)de. 	 (12.37) 
1 
(Ft) = bf[(N}(N}TJfJ - (N)a  (1)2  Jde 	 (L2.38) 
- 1 
Huokosveden jatkuvuusyhtälö  
+1 
[K TJ = bf ((N)_j—/((N)TTh1 - 	 + (i P) (N)nIfl}1 1(N)T ^ pV 	1J 
-1 
+ (N)_ -p.J-/(2(N)nIIJ(N)TLtJ - (N)nul)T_ (N)TLth)+ 1r 
+ (2[N)TLffJ - 	 + [B)pw_L _:c (&TLfJ (N)T )  d, 	
(12.39)  
pwg 









^ (N) -. (2 (N)TIIJ - .r) (N)Jde  
+1 
[K] = bf ((B_J._ (B) T  ^ IN)L.(N)T)d , 	(12.41) pVg 	 4Z 
-1 
•1 





^ IN)----((N)TThJ - 	 ^ pWg 
-1 
+ {B) k PW h {N)TLTJ{B)TI!J + 
pg  T0 
(12.43)  
^ 	 - f)(N)nLzI^ 
^ 	 - 2){N1nLfJ 
^ (N)-j-(1  -  -ç)(x  j)(N)TthJJde. 
Darcyn yhtälö 
1 
[KW] = bf((N)_±_P 1 '_L IB)TLfJ(N)T)de, 	 (L2.44) pwg  T0 
-1 
•1 
k 	.I [K'f] = bf ((NJ__p -- IN)T.[yJ (BiT)  de , 	 (12.45) 
-1 
[Kuh] = b 
[Kuu]  = b 
[KUT]  = b 
[Kuf]  = b 
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•1 
[KJ = bf ((N)-±_  [B}T,)d, 	 (L2.46) pWg 
-1 
•1 
[Km'] = bf({N)(N}T,)d 	 (12.47) 
-1 
+1 
(F  ') = b f/  INHN)TIJTJ ^  
(12.48) 
+ {N)—.(I&TThI ^  pw{N)TfJ{B)TffJ,)Jd pwg 	 T0 
Jäätyvän maan tasapainoyhtälö 




[K] = bf ((B){B)TfJJJ(N)T - (NJ(N)T)de , 	(L2.53) 
(F U)  = bf/ [BlM IB)TJ - IB)( 1NJTL +  2p 	1NJT) ^  
-' 	 0 (L2.54) 
- (N)yJd + /[N)h) 
I 	/r 
Raenzigcn siirtynnopeus  
•1 




[K] = bf((N){N)T)de. 	 (12.56) 
-1 
1 
(Fe') = bf/(N)(N)TIUJ - [N) 1  ((N)TL) - u7Jd. 	(12.57) 
- 1 
Huokoisuuden jatkuvuusyhtälö 




^ (B)TftjJ)[N)T ^  (NHN)nLUJ[B)T]d,  (12.59) 
Ar 
-1 
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(Fn)  = bf/{N)+ ((N)T 	- ) -  (N)(1  - {N}T){B)TL+ 
-1 	 (L2.60) 
+ (N) (N)  TfjjJ  (B) 	d 
2.6 Aika-askeleen valinla 
KontroHoimalla  aika-askelta voidaan menetelmän tehokkuutta parantaa. Aika- 
askel on mandollista määrittää adaptiivisesti käyttäen ratkaisussa tapahtuvaa 
muutosta otettaessa aika-askel At. Eräs tapa valita aika-askel iteratiMsesti on 
 antaa muutokselle  alkuarvauksena annetun ala- ja ylärajan keskiarvo. Siten 
aika-askeleen korlauskaava voidaan kirjoittaa muotoon  (Freund 1990)  
(vanha) 	r + /3 
2//g  - 
jossa aja 3 ovat annetut ala- ja yläraja. Usäksi täytyy valvoa, ettei aika-askel 
 saa liian pieniä  tai suuria arvoja. 
3 LaskentaoteIn 
Esimerkkilaskelmat tehtiin Freundin laatimal la ohjel mistolla, joka koostuu 
kolmesta osasta:  
(1) Lähtätiedostossa annetaan kaikki tarvittavat parametrit ratkaisualue e n 
elementtijaosta, vapausasteiden kiinnityksistä,  reuna- ja alkuarv oi s t a, 
matenaaliominaisuuksista sekä aika-askeleen vallinnasta ja iteroinnin 
suonttamisesta. Ustaus lähtötiedostosta on esitetty Iiitteessä 4. 
(2)Tulkki kääntää lähtötiedoston pääohjelmalle.  
(3) Pääotelma suorittaa varsinaisen laskennan. 
Pääohjelma koostuu kolmesta osasta, ja se voidaan esitää symbolisesti  
(Freund 1990) 
mainE] 
reacUjnput, data, *] 
timeinlegrBle[echo, data, *] 
vvrile[output, data, *] 
end main.  
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UITE 2 
Aikaintegrointiosa sisältää kaksi silmukkaa, joista ulommalla käydään läpi 
aika-askeleet ja sisemmällä elementit: 
limeintegrBte[echo, data, *] 
for tinieslep 
for element  
collecttdata, elementdala, *] 
elementcontiibution[elementdata, ke, fe, *] 
L)date[ke, fe, kg, fg, *] 
nex element 
solve(kg, fg, xg, *] 
copy[xg, data, *] 
vvrite[echo, data, *] 
next limestep 
end lirrEintegrate  
Merkinnät Ice, fe viittaavat elementtimatriisiin ja -vektorlin ja kg, fg vastaaviin 
 globaalisiln systeemiyhtälöihin.  Ratkaisua on merkitty xg:llä. Elementtikoht-
aisten systeemiyhtälöiden muodostamiseksi tarvittava Fortran-kielinen allah-
jelma on esitetty Iiitteessä 3. 
1 Maan roiirmsen lm nElar1rEfl malli ja sen 'askelmat 
LuTE 3 
C - C 
C - J. HARTI}INEN -C 
C - C 
SUBROUTINE RTRRX2 (LIPRX, NIPRX, MIPRX, 
+ RRPRX, NRPRX, MRPRX, 
+ LNODE, NNODE, 
+ LTYPE, N'IYPE, 
+ RMATE, NMATE I 
+ RPARE, NPARE, MPARE, 
+ PFtJNE, NFTJNE, MFrJNE, 
+ LFLXE, NFIXE, MFIXE, 




* 	LIPRX PROCEDURE DATA 	 (IN) * * RRPRX : PROCEDURE DATA (IN) * * 	LNODE NODAL NUMBERS 	 (IN) * * LTYPE TYPE PROPEI'IES (IN) * * 	RMATE MATERIAL PROPERTIES 	(IN) * * RPARE VALUES OF PARATERS (IN) * * 	RFUNE VALUES OF FUNCTIONS 	(IN) * * LLOCE : ELEMENT DOF NUMBERING 	(OUT) * * 	RVECE ELEMENT DOF VALUES 	(OUT) * * RLODE : ELIENT VECTOR 	 (OUT) * * 	RSTEF ELE IENT 	TATE]J( (01:712) * * ITASK : TASK * * * 
* 	FILLTE TABLE FILL * * MKMATE IVIAJCE 1TERIAL TABLE * * * 
*****************************************************************  
PARAMETER (MFUNN = 7, MNODE 	2, MSAMP = 2) 
INTEGER LFIXE (NFIXE, MFIXE), LLLOCE (NDOFE), LNODE (NMODE)  
INTEGER LTYPE (NTfPE), LIPRX (NIPRX, MIPRX)  




RVECE (NDOFE), RRPRX (NRPRX, MRPRX)  
REAL PLODE (NLOFE), RSTEF (NDOFE, NDOFE) 
REAL 	RMAT1 (MFUNN, MFUNN), RMAT2 (!VFUNN, MFUNM), 
+ 	PMAT3 (MFtJNN, MFUNN), RIvT4 (MFtJNN, MFtJNN)  
REAL 	RVEC1 (rvFtJNN), RVEC2 (MFU) 
REAL 	SAMPR (MSAMP), 
REAL 	N(MMODE) 
REAL 	ZT (MNODE) 
REAL 	TT (MNODE) 
+ 	UTMODE) 
REAL 	CIT (MNODE) 













GVT (MNODE),  
REAL 	TSTEP, R, W, ZR, OC, 
+ 	T,F,H,V,U,TtJ,P, 
± CT, GF, GH, GV, GtJ, Cr0, GP, 
+ 	TZ, FZ, HZ, VZ, UZ, TUZ, PZ, 
2 Maan roiiinisen em-mar1rEn rmIIi ja sen Iaskekmt 
lITE 3 
+ 	A, PPM, CDS, CPS, PHS, ELS, POS, ELI, P0, TRC, VRC 
C----SOLUTION PROCEDURE DATA 
TSTEP = RRPRX (4,1) 
C---- L 0 C A T I 0 N V E C T 0 R 
DO IFIXE = l,NFIXE 
to JFIXE = l,MFIXE 
ILOC = (IFIXE-l) 	IXE^JFIXE 
LLOE (ILOC) = LFIXE (IFIXE, JFIXE) 
RVECE(IWC) = RFuNE(IFIxE,JFIxE) 
 IF  (LLLOCE (ILO) EQ - 0) THEN  




IF (ITASK.EQ1) THEN 
END IF 
C---- M A T E R I A L D A T A 
A = P1v1TE(1) ! Parameter for relative water cont. 
PPM = PMTE(2) Permeability of the soil 
CDS = PMTh (3) Thermal conductivity of the skeleton 
CPS = RIvIATE(4) I Heat capacity of the skeleton 
RES = PNATE(5) ! Density of the skeleton  ELS = RN7½TE (6) Young's modulus of the skeleton 
POS = PIvIATE(7) 1 Poisson's ratio of the skeleton 
ELI = RWTE (8) 1 Young' s modulus of the poreice 
P0 = PJvIATE(9) ! Ref. porosity 
= PWTE (10) I Traction on the surface 
VRC = RMATE(11) 1 Velocity on the surface OBP = PWTE (15) 1 Overburden pressure 
LFLAG = LTYPE (2) 
C----ELEMENT DATA 
DO INODE = 1 ,MNODE ZT (INODE) 	= RPPRE (1, INODE)  Location 
OCT (INODE) = RPPRE (2, INODE)  1 Old relative water content 
TT (INODE) 	= RPARE (3, INODE) I Tenperature 
FT (INODE) 	= RPARE (4 ,mODE) I Function f 
HT (INODE) 	= RPARE (5, INODE) I Pressure 
VT (INODE) 	= RPARE (6, INODE)  I Water velocity 
t.JT(INODE) 	= RPARE(7,INODE) I Displacement  
TTJT (INODE) = RP2RE (8, INODE) I Displacement velocity 
PT (fl'ODE) 	= PPARE (9, INODE) 1 Porosity 
GrT (INODE) = RPARE (10 ,INODE)  I Initial tenp 
GFI' (INODE) = RPIRE (11, INODE)  I Initial f 
GE-IT (INODE)  = RPRE (12 ,ODE) I Initial pressure 
GVT(INODE) = RPARE(13,INODE)  I Initial water velocity 
GUT (INODE) = RPAPE (14, INODE) I Initial displacement  
GTUT(INODE) = RPRE(15,INODE) ! Initial dispi. velocity 
GPT (INODE)  = RPIRE (16 ,mODE) I Initial porosity 
3 Maan rot%irrisen temw.kaarirun nlIi ja sen bs11nt 
[lITE 3 
C---- N U M E R I C A L I N T E G R A T I 0 N 
SAMPR(l) = -1. 
SANPR(2) = +1. 
WEIGH(1) = 1. 
WEIGH(2) = 1. 
ZR = (ZT(2)-ZT(1))/2  
CALL FILLTB (PLODE, NDOFE, 0.0) 
CALL FILLTB (RSTEF, NDOFE*NDOFE,  0.0) 
DO ISAMP = 1, MSPJMP 
R = SAMPR(ISAMP) 
W = WEIGH(ISAMP) 
N(1)  = 	(l-R)/2 
N(2)  = 	(1+R)/2 
NZ(1)  = -0.5/ZR 
NZ(2)  = 	0.5/ZR 
Z = N(1)*ZT(1) 	+ N(2)*ZT(2) 
OC N(1)*OCT(l)+ N(2)*OCT(2)  
T = N(1)*TT(1) 	+ N(2)*Tr(2)  
F = N(1)*FT(1) 	+ N(2)*FI'(2) 
H = N(l)*HT(1) 	+ N(2)*HT(2) 
V N(l)*VT(1) 	+ N(2)*VT(2) 
U = N(1)*UT(1) 	+ N(2)*IJT(2)  
TU = N(1)*TtJT(l)+ N(2)*TUT(2)  
P = N(1)*PT(1) 	+ N(2)*PT(2) 
= N(1)*GTT(1) 	+ N(2)*GTI'(2) 
GF = N(1)*GFT(1) 	+ N(2)*GFT(2) 
GH = N(1)*GHT(1) 	+ N(2)*GHT(2) 
GV = N(1)*GVT(1) 	+ N(2)*GVT(2) 
GtJ = N(1)*GtJT(1) 	+ N(2)*GUT(2) 
GTtJ = N(1)*GTtJT(1)+ N(2)*GTtJT(2)  
GP = N(1)*GPT(1) 	+ N(2)*GPT(2) 
TZ = NZ(1)*TT(1) 	+ NZ(2)*'rr(2) 
FZ = NZ(l)*FT(1) 	+ NZ(2)*FT(2) 
HZ = NZ(l)*HT(l) 	+ NZ(2)*HT(2) 
VZ = NZ(l)*VT(1) 	+ NZ(2)*VT(2) 
tJZ NZ(l)*tJT(l) 	+ NZ(2)*tJT(2) 
TUZ = NZ(1)*TTJT(1)+ NZ(2)*TUT(2) 
PZ = NZ(1)*PT(1) 	+ NZ(2)*PT(2)  
CALL MKMATE (RMAT1, PMAT2 , PMAT3 , RIvIAT4, 
+ 	 RVEC1, RVEC2, MFUNN, 
+ A,PPM,cDS,CPS,RHS,ELS,POS,ELI,P0,OBP, 
+ 	 TSTEP,Z,OC, 
+ T,F,H,V,U,TtJ,P, 
+ 	 GT ,GF, GH, GV, GU I GTtJ ,GP, 
+ TZ,FZ,HZ,VZ,UZ,TtJZ,PZ) 
DO IFUI'ThT = 1,MFUNI'T 
DO JFtJNN = 1, MFUNN 
DO INODE = 1, MNODE 
rvban roidinisen termczkaarirn  malli ja sen laskelmat 
UITE 3 
DO JNODE = 1, MNODE 
ILOC = INODE ± (IFUNN- 1) *ODE  
JLOCA = ONODE + (JFUNN- 1) 
RSTEF (ILOC, 0DDCA) = RSTEF (ILOC, OLOCA) + 
+ 	 (NZ(INODE)*RMAT1(IFUNN,1JF'tJNN)*NZ(JNODE) + 
+ NZ(INODE)*RNAT2(IFUNN,JFUNN)*N(IJNODE) + 
+ 	 N(INODE)*RIT3(IFUNN,JFUNN)*NZ(3NODE) + 





DO IFUNN = 1,MFUNN  DO INODE = 1,r'INODE 
ILDC = INODE + (IFUNN- 1) *ODE 
 RLODE(ILOCA) = RLODE(ILOCA) + 
+ 	 (NZ(INODE)*RVEC1(IFtJNN) + 
+ 
	
N(INODE) *RVEC2 (IFUNN) )  *p* 
END DO 
END DO 
IF (LFLAG. EQ. 1) THEN 
RLODE (5) = RLODE (5) - VRC 
RLODE (9) = RJJDDE (9) + mc 
END IF 
C----------------------------------- - - --------------------------C 
C---------------------------------------- ----------------------- C 
SUBROUTINE MKMATE (RIvIAT1, RIT2, RrT3, RNAT4, 
+ 	 RVEC1, RVEC2, MFUNN, 
+ A, PRM, CDS, CPS, RHS, ELS ,POS, ELI ,PO, OEP, 
+ 	 TSTHP,Z,OC, 
+ T,F,H,V,U,TtJ,P, 
+ 	 Gr, GF, GH,  T,  GtJ, G, GP, 
+ TZ,FZ,HZ,VZ,UZ,TUZ,PZ) 
PARAMETER(FLH = 333.E3 , TO = 273.15 , GRF = 9.81, 
 + 	 RHW 	1000. , RHI = 917. , CPW = 4180., 
+ CPI = 2100. , cDW = 0.56 , 0)1 	2.24, 
+ 	 POl = 0.33) 
REAL RT1 (MFUNN, MFUNN), RNAT2 (MFUNN, MFUNN), 
+ 	RMAT3 (MFUNN, MFUNN), RMA.T4 (MFUNN, MFUNN) 
 REAL  RVEC1 (NFtJNN), RVEC2 (NFtJNN)  
REAL B, GB, EKI, BKS, CBK, C, GC, DC, PRT, V 
EXTERNAL FILLTE , RWCONT  
CALL FILLTE (Rr4AT1,MFUNN*MFUNN, 0.0) 
CALL FILLTB (RMAT2 , MFUNN*MFUNN, 0.0) 
CALL FILLTE (prT3, r JNN*MFrJNN, 0.0) 
5 Maan rolinisen ernnie4caarirn rmlli ja sen Ias1rmt 
UITE 3 
C½LL FILLTB (RMAT4, MFTJNN*MFTJNN, 0.0) 
C7LL FILLTB (RVEC1 , MFrJNN, 0.0) 
CPLL FILLTB (RVEC2, MFUNN, 0.0) 
PRT = Pp.M/ (GRF*RHW)  
B 	H + RHW*GPF*Z + PHW*(F'LE*T/TO)*2*A*(1_OC)/OC**2 
GB = GH + PHW*GRF*Z + pjpq* (FT}j*/TO) *2 . *A* (1.)  /(y**2 
C 	RWCONT (T, B, A, FU-I ,T0, RHW, PHI) 
GC = RWCONT(GT,GB,A,FLH,T0,PHW,RHI) 
IF (C.LT.1.) THEN 
DC 	C**3/(2.*A*T) 
ELSE 
DC = 0.0 
END IF 
BKS = ELS/(3*(l._2.*pos)) 
BKI = ELI/(3.*(l._2.*POI)) 
BK =  (C + PHI/RHW*(1._Cfl/N1._P)*BKS + (1._C)*P*BKI) 
RMAT1(1,1) = cDS*(1._p) + DW*C*P + cDI*(1._C)*P 
RMPT1(3,2) = PRT*PHW*FLH*T/T0 
RNT1(3,3) = PRT RMTT1(5,5) = (g*(_pog)/((1.+pos)*(1._2,*pO5))*(1._p)+ 
+ 	 ELI* (1.-POl) / ((1. +POI) * (1. -2. *poI) ) * (1.-C) *p) 
RMAT2(1,1) (OJW_OJI)*DC*P*TZ 
PNAT2(1,7) = (-cDS + cDW*C + 	I*(1._Cfl*TZ 
PI'T2(3,1) = PRT*PHW*(FLH/T0)*FZ 
RMT2(5,1) = _ELI*(1 . _POI)/((1.1POI)*(1._2.*POIfl*DC*P*UZ_ 
+ PHW*FLH/TO*2*F 
RMAT2(5,2) = ..pJjq*Fj*T/TO*2 . 
PMAT2(5,3) = -1. 
RT2(5,7) =_(ELS*(1._POS)/((l.+POS)*(1._2.*POS)) 
+ ELI*(1 . POI)/((1.+POI)*(1._2*POIfl*(1._C))*TJ2 
RMAT3 (1,1) = PHW*CPW*V 
RT3(4,2) = RMT1(3,2) 
PAT3(4,3) PRT 
RNT3(7,6) = 	-(1.-P) 
RT3(7,7) = TU 





PMZT4 (1, 7) 
+ 
+ 
RIv1T4 (2, 1) 
PNAT4 (2,2) 
PMT4 (3, 1) 
+ 
RMAT4 (3, 2) 
PIvIAT4 (3, 3) 
PIvT4 (3, 7) 
RIT4 (4, 1) 
PIv1T4 (4, 4) 
PIvT4 (5,1) 
P1T4 (5, 7) 
(RHS*CpS*(1._P) + p*p**p + 
PHI*CPI*(1._C)*P + 
(RHw*CPWPHI *cpI) *y*p* (T-Gr) + 
PHI*FLH/T0*P*  (C-GC) + 
PHI*FLH*T/T0*P*DC) /TSTEP 
((RHs*cps + PHW*CPW*C + 
PHI*CPI*(1._C))*(T_GT) + 
PHI*FLH*T/T0*  (C-GC) ) /TSTEP 
2. *A* (1.-C) /C**3*DC 
1. 
(cBK*PHW*FLH/T0*2.*(2.*F - GF) + 
 (1. -PHI/PEW) *p*DC)  /TSTEP 
CBK*PHW*FLH/T0*2 * (  *T -  Gr) /TSTEP 
cBK/TSTEP 
(1. -PHI/PEW) * (C-GC) /TsTEP 
PMAT2 (3, 1) 
1. 
- (PEW-PHI) *pp'*p* 
- (-RHS + RHW*C + PHI * (1. -C) ) *GpJ' 
Maan roUnisen Iemiorrkaarirn imili ja sen bs1mt 
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FN7T4 (6,5) = -1. /TSTEP 
RWT4(6,6) = 1. 
RMAT4(7,6) = PZ 
RMT4 (7,7) = 1. /TSTEP + TUZ 
RVEC1(1) 	= RMT1(1,1)*TZ RVEC1(3) 	= PMAT1(3,2)*FZ + RMT1(3,3)*HZ 
RVEC1(5) 	= PMT1(5,5)*UZ - H - 




+ RVEC2 (2) RVEC2 (3) 
+ 
+ 
RVEC2 (4) RVEC2 (5) 
+ RVEC2 (6) RVEC2 (7) 
= ((RHS*CPs*(1._P) + pjjq*p**p + 
PHI*CPI* (1. -C) *p)  *  (T-GT) ^  
RHI*FLH*T/TO*P*  (C-GC) ) /TSTEP + 
R.MAT3 (1, 1)  *TZ 
= F - A*(1._C)**2/C**2 
= RI41T4(3,3)*(H_GH) + 
((cBK*RHW*FLH/TO*2.*(F*(T_GT) + T*(F_GF)) + (1. -RHI/RHW)  *p*  (C-GC) ) /TSTEP) 
= V + RMAT3(4,2)*FZ + RMAT3(4,3)*HZ 
= _(pJj5*(pO_p) - p}jq*(pO_c*p) + 
RHI*(1.C)*P)*GRF - OBP 
= TU - (tJ-GtJ) /TSTEP 
= (P-GP) /TSTEP - (1. -P)  *TrJZ + 'j'rJ*p 
C-------------------- -------------------------------------------C 
C---------------------- ----------------------------------------- C 
SUBROUTINE FILJTh (RT, N, X) 
REPL RT(N) DO I = l,N RT(I) = X 
END DO 
I. 
C---------------------------- ----------------------------------- C 
C------------------------ - - ------------------------------------- C 
FUNCTION RWCONT (T, B,A, FLH,, RHW, RHI)  
DUM = (LCG(T/TO) + TO*B*(1./PHI - 1/RHW)/(FLH*T))/A  
IF  (T.GE.TO.OR.D1JM.GE.O.) THEL 
RWCONT = 1. 
ELSE 
RWCONT = 1. /SQRT (1. - DUM) 
END IF 
C--------------------------------- ------------------------------ C 
C--------------------------------------------------------------- C 
Nan roi.dirrisen mazn imlil ja sen laskelimt 
UITE4 
/PARARAMETERS/  
Write [Window "Data echo 0=no, 
Set [Integer En] 	63] 
Set [Real EL] 	0.1] 
Set [Real [A] 	0.0001] 
Set [Real [PPM] 0.00000005] 
Set [Real [cDS] 2.] 




Set [Real [ELI] 1.E7] 
Set[Real[P] 	0.39] 
Set [Real [TRC] 0.0] 
Set [Real [VRC] 0.0] 
Set[Real[BTEMP} 270.15] 
Set [Real [GTEMP] 276.151 
Set [Real [DTIME] 100.0] 
Set [Integer [ml Add En 1]] 
File [In "DataFile"] 
File[Out "Tmp"] 
File [Output "Output"] 
1=yes"] Set[Integer[Flag] 0] 
/  Number of elements / 
/  Size of the solution domain / 
/ Parameter a / 
/  Permeability / 
/  Thermal cond. of the skeletion / 
/ Heat capasity of the skeletion / 
/ Density of the skeletion / 
/  Young' s tmzxlulus of the skeletion/ 
I Poisson's ratio of the skeletion/ 
I Young' s modulus of the poreice / 
/ Porosity / 
/  Traction on the surface / 
/  Water velocity on the surface / 
/ Temrperature on the surface / 
/  Initial tenperature / 
/SOLUTION METHOD DATA/ 
Write [Window "IProb = "] Set [Integer [IProb] Read[Window]] 
Set [Integer [Prob (1 1)] ((IProb)) ] 
Set [Real [TinitialTime] 0.] 
Set [Real [TCurrentTime] 0.] 
Set [Real [TFinaltime] 0.] 
Set [Real [TrimeStep] 0.] 
Set [Real [TEchoTimeint] 0.] 
Set [Real [TJunGoal] 1.] 
Set [Real [TiterGoal] 10.] 
Set [Real [TConvGoal] 0.000001] 
Set [Real [Mindt] 0.] 
Set [Real [IT4axdt] 0.] 
Real [TData(2 5)] 
Set ['IData ((TlnitialTime TCurrentTime TFinaltime 
TTimeStep TEchoTimelnt) 
(TJurnpGoal 	TlterGoal 	TConvGoal Thindt 
))] 
Set[Real[SlnitialTime] 0.] 
Set [Real [SCurrentTime] 0.] 
Set [Real [SFinaltime] 0.] 
Set [Real [STirneStep] 0.] 
Set [Real [SEchoTimeint] 1000000000000000000000.] 
Set [Real [SJurrpGoal] 1.] 
Set [Real [SiterGoal] 10.] 
Set[Real[SConvGoal] 0.000001] 
'ITVIaxdt  
2 Maan rotiirrisen temiiiarircn nIIi  ja sen bsk1rmt 
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Set [Real [SMindt] 	0.] 
Set [Real [SMaxdt] 0.] 
Real [SData(2 5)] 
Set[SData ((SlnitialTime ScurrentTime SFinaltime 
STimeStep SEchoTimelnt) 
(SJurrGoa1 	SlterGoal 	SConvGoal SMindt 	SMaxdt 
))] 
Set [Real [RinitialTime] 0.] 
Set [Real [RcurrentTime] 0.] 
Set [Real {PFinaltime] 600 .  il 
 Set [Real [RTimeStep] 1.] 
Set [Real [REchoTimeint] 1000.1 
Set [Real [RJurrGoal] 0.1] 
Set[Real[RlterGoal] 3. 
Set [Real [RConvGoal] 0.000001] 
Set [Real [PMindt] 	0.0000000001] 
Set [Real [RMaxdt] 	100.0] 
Real[Rflata(2 5)] 
Set [Rflata ((RInitialTime RCurrentTime PFinaltime 
RTimeStep REchoTimelnt) 
(RJunpGoal 	RlterGoal 	RConvGoal RMindt 	PMaxdt 
))] 
If [Eq [Flag 1] { Write [Window "RlJata "] Write [Window Rflata] }] 
If [Eq [Flag 1] { Write [Window "RProb ="] Write [Window RProbI  fl 
Set [Integer [Mtstep] 144] 	/ Number of timesteps / 
/ELEMENT POINTERS/ 
Integer[Poin(n 6)] 
Do[i (1 n) {Set[ Poin(i) (i 2 1 2 1 14) ]}] 
Set[Poin(l) (1 2 2 2 1 14)] 
If[Eq[Flag l]Write[Window "Pain ="] Write[Window Poin]}1 
/NODAL NUMBERS/ 
Integer [Nodes (n 2)] 
Do[i (1 n) {Set[Nodes(i) (1 inc[i])]}J 
If [Eq [Flag 1] { Write [Window "Nodes ="] Write [Window Nodes] }] 
/MATERIAL PROPERTIES/ 
Set [Real [Mat (1 14)] ((A PPM JS CPS RES ELS POS 
ELI P TRO VRO BT1P GEMP UTflv) )] 
 If [Eq[Flag 1] {Write [Window "Mat  = T]Write [Window Mat] }] 
3 Maan roLlinisen termIar*n malli ja sen laskelmat 
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/TYPE PROPERTIES!  
Set[Integer[Typ(2 2)] ((101 0) (101 1))]  
If[Eq[Flag 1] {Write [Window "Typ ="] Write [Window Typ] }] 
Set[Integer{RTyp(2 2)] ((101 0) (101 1))]  
/FUNcTION MAP/ 
Set[Integer[Fmap(2 7)] ((3 4 5 6 7 8 9) (10 11 12 13 14 15 16))] 
If [Eq[Flag 1] {Write [Window "Fmap ="] Write [Window FThap] }]  
/PARAMETER MAP!  
Set[Integer[Prnap(1 16)] ((1 2 3 4 5 6 7 8 
9 10 11 12 13 14 15 16))] 
If [Eq[Flag 1] {Write [Window "Pmap ="] Write [Window Pmap] }]  
/FIXITY CODES! 
Integer [TFix(m 7)]  
Do[i (1 m){Set[TFix(i) (0 0 0 0 0 0 -i)]}] 
Set[TFix(1) ( 0 0 0 0 0 0 -1) 
 Set[TF±x(m) (  0 0 0 0 0 0 -1)
Set [Integer [TStore (ni 7)] Thix]  
Integer [SFix(m 7)]  
Do[i (1 m){Set[SFix(i) (0 -1 -1 -1 -1 -1 o)]}] 
Set[SFix(1) ( 0 -1 -1 -1 -1 -1 0) 
Set[SFix(m) ( 0 -1 0 -1 0 -1 0) 1 
Set [Integer [SStore (ni 7)] SFix]  
Integer [RFix (m 7)]  
Do[i (1 m){Set{RFix(i) (-1 0 0 0 0 0 o)]}] 
Set[RFIx(1) (0 0 0 0 0 0 0) 
 Set[RFIx(m)  (0 0 0 0 0 0 0)
Set [Integer [Ptore (ni 7)] RPix] 
Integer[Fix(m 7)]  
Do[i (1 rn){Set[Fix(i) (-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1)] }] 
Set[Fix(1) ( 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1) 
 Set[Fix(m) (  0 -1 0 -1 0 -1 -1)
If [Eq [Flag 1] {Write [Window "Fix ="] Write [Window Fix] }] 
/ FUNCTIONS / 
Real[F(m 16)]  
Set[F(1 1) 0.0000625] 	/ Location / 
Set[F(2 1) 0.000125] 
 Set[F(3  1) 0.00025] 
 Set[F(4  1) 0.0005] 
 Set[F(5  1) 0.0010]
Do[i (6 60) {Set[F(i 1) Div[Mul[Sub[Dec[i] 3] 0.001] i.]]}]  
ni Nan nx*inisen temlaTekaaruren rraili  ja sen JaskelnBt 
LI ITE4 
Set[F(61  1) 0.0600] 
Set[F(62 1) 0.0700] 
Set{F(63  1) 0.0800] 
Set[F(64  1) 0.1000] 
Do[i (1 m) Set [F(i 2) 1. 	] }] / Relative water content / 
Do Ei (1 m) Set [F (1 3) GTEMP ] }] / Tenperature / 
Do[i (1 m) Set[F(i 4) 0. 	] 	] / Function f / 
Do[± (1 m) Set[F(i 5) 0. 	] 	] / Suction / 
Do[i (1 m) Set[F(i 6) 0. 	] 	I / Water velocity / 
Do{i (1 m) Set[F(i 7) 0. 	] 	] / Displacement / 
Dofi (1 m) Set[F(i 8) 0. 	] 	] / Displacement velocity / 
Do[i (1 m) Set[F(i 9) p 	1 	1 / Porosity / 
Do[i (1 m) Set [F(i 10) GI'EMP] }] / Initial tenperature / 
Dofi (1 m) Set[F(i 11) 0. 	] 	il / Initial function f / 
Do[i (1 m) Set[F(i 12) 0. 	1 	1 / Initial suction / 
Do[i (1 m) Set[F(i 13) 0. 	1 	] / Initial water velocity / 
Do[i (1 m) Set[F(i  14) 0. 	1 	] / Initial displacement / 
Do[i (1 m) Set[F(i 15) 0. 	1 	] / Initial displ. velocity / 
Do{i (1 m) Set[F(i 16) P 	] 	] / Initial porosity / 





Do[j (1 Mtstep) 
/---------------Terrperature --------------------------------------/  
Set [PData(l 1) 0.0] 
Set [PData(l 2) 0.0] 
Set [RFiX RStore]  
Fem[ Prob Rflata Poin Nodes Typ 
Mat Pmap Fmap RFIx F Window] 
/  Function f - Suction - Water velocity - displacement - disp.veloc/ 
Set [Ctime SData(1 2)] 
Set [SData(1 1) SData(l 2)] 
Set [SData(l 3) Add[SDa :a(1 2) PData(1 2)]] 
Set [SData(1 4) Rflata(1 2)] 
Set [SData(2 4) RData(l 2)] 
Set [SData(2 5) Rflata(l 2)]  
Set [SFix SStore] 
Fem [ Prob SData Poin Nodes Typ 
Mat Pmap Fmap SF1x F Window] 
5 Maan rvirrvsen miomeIarirn rmIIi ja sen bs1nt 
UITE4 
/ 	- Porosity 	 - / 
Set [Wata (1 1) Ctime]  
Set [TData(1 3) idd[Ctime RData(1 2)]] 
Set [Wata (1 4) RData (1 2)] 
Set [Etime IData(1 5)] 
Set [IData (2 4) Pflata (1 2) 1 
Set [TData (2 5) PDa.ta (1 2)] 
Set [TFix TStore] 
If[GE[Ctime Etime]{Set[TData(1 5) 
Add [Etime EchoTimelnt]] }]  
Fem[ Prob Wata Poin Nodes Typ 
Mat Pmap Fmap TF±x F Window] 
If [GE [Ctime 600.0] {Set[Mat(1 14) 0.0] }] 
END[]  




 mitta  us 














liJ Phja.jossa lämininnestekierrätys. 
 PVC—  muovia 
c 	Muottirunko, PVC-muovio 
Lämpäeriste, polyuretaanio 
() Suojakuori 
() Ylämäntä, jossa jäädytysnesteen 
kierrätys ja Lämpottla-onturi. olumiinia 
CJ Kiinnityspultit (1. kpl). terästä 
KUORM ITU SKEHÄ 
() Suorakaideprofiilit (2 kplhalumiinia 
(s.)  Vetotongot (2 kpl) , terästö 




Lämpötila onturit (S kpl) 
Huokoskivi huokospaperi 
lIs) Kumikalvo näytteen ympärillä, 
sekä muottirungon ja kumikolvon 
 välissä ohut siliconi-rasvokerros 
 0-renkact (3 kpl 
Ulkoinen vesilähde 
13)  Siirtymäanturi 
Kuva 1: V7T.n geotekniikan laboratorion routasellin rakenne ja koejäqestelyt. 
Pdan rotlinisen emuTkaa1irn nlli ja sen IasIInt 
LJ1E6 
Relative water content: 


















































































































5.0000001E-08 	2.000000 	900.0000 
0.4000000 	l.0000000E+07 0.3900000 

































270.1607 270.1820 270.2247 270.3102 
270.6524 270.8235 270.9948 271.1659 
271.5075 271.6778 271.8476 272.0167 
272.3517 272.5167 272.6793 272.8381 
273.1341 273.1872 273.2424 273.2972 
273.4058 273.4595 273.5128 273.5657 
273.6703 273.7219 273.7731 273.8239 
273.9240 273.9734 274.0222 274.0706 
274.1657 274.2126 274.2588 274.3046 
274.3944 274.4385 274.4820 274.5251 
274.6094 274.6508 274.6916 274.7318 
274.8107 274.8492 274.8873 274.9248 
275.3956 275.6785 276.1500 

















9 . 0966811E-03 
7. 4585695E-03 
4. 6652532E-03 























8 . 8822506E-03 
6 . 3303648E-03 
3 .5823 095E-03 


























-1 .4564435E-07 -1. 6867327E-07 
-2. 3505865E-07 -2. 1704909E-07 
-2. 7368714E-07 -2. 7376612E-07 
-2. 7407205E-07 -2. 7414603E-07 
-2. 7443193E-07 -2. 7450091E-07 
-2. 7476679E-07 -2. 7483077E-07 
-2. 7507659E-07 -2. 7513551E-07 
-2. 7536097E-07 -2. 7541481E-07 
-2. 7562004E-07 -2. 7566878E-07 

































































































































































an ruiinisen mum4ar*n n ja sen bsbmt 
	 3 
UITE6 
4.7223475E-06 4.5265524E-06 4.3348932E-06 4.1473704E-06 
3.963984 9E-06 
3.2718274E-06 l.8314287E-06 8.0568742E-07 	 0. 
Displacement velocity: 
-2.1949998E-07 -2.1949528E-07 -2.1946417E-07 -2.1931641E-07 
-2. 1868351E-07 
-2. 1610430E-07 -2. 1178332E-07 -2. 0572602E-07 -1. 9796333E-07 
-1.8853 697E-07 
-l.7748610E-07 -1.6485842E-07 -1.5071635E-07 -l.3513439E-07 
-1. 1820332E-07 
-1. 0004769E-07 -8. 0844153E-08 -6. 0870228E-08 -4. 0626805E-08 
-2.1405462E-08 
-7. 7321340E-09 -2. 8536062E-09 -2. 6320872E-09 -2. 5681641E-09 
-2. 5050084E-09 
-2. 4426272E-09 -2. 3810169E-09 -2. 3201787E-09 -2. 2601134E-09 
-2.200823 7E-09 
-2. 1423079E-09 -2. 0845667E-09 -2. 0276016E-09 -1. 9714137E-09 
-1. 9160025E-09 
-1.8613707E-09 -l.8075168E-09 -1.7544418E-09 -l.7021471E-09 
-1. 6506312E-09 
-l.5998981E-09 -l.5499465E-09 -1.5007783E-09 -1.4523942E-09 
-1 .4047925E-09 
-1.3579757E-09 -l.3119443E-09 -l.2666970E-09 -1.2222358E-09 
-1. 1785617E-09 
-1.1356756E-09 -1.0935750E-09 -1.0522636E-09 -1.0117418E-09 
-9. 7200781E-10 
-9.3306474E-10 -8.9491126E-10 -8.5754909E-l0 -8.2097712E-l0 
-7. 8519663E-10 
-6.4999672E-10 -3.6764025E-l0 -1.6500448E-l0 	 0. 
Porosity: 
0.4692359 	0.4691351 	0.4689508 	0.4685554 
0.4647143 	0.4605456 	0A568591 	0.4524749 
0.4425538 0.4374583 0.4324402 0.4274091 
0.4171788 0.4120365 0.4069609 0.4020318 
0.3933652 0.3907121 0.3898238 0.3897979 
0.3898030 0.3898055 0.3898080 0.3898106 
0.3898156 0.3898182 0.3898207 03898232 
0.3898283 0.3898308 0.3898333 0.3898359 
0.3898410 0.3898435 0.3898460 0.3898486 
0.3898536 0.3898561 0.3898587 0.3898612 
0.3898663 0.3898688 0.3898714 0.3898740 
0.3898790 0.3898815 0.3898841 0.3898865 













TIELAITOKSEN SISÄISIÄ JULKAISUJA 
32/1993 V-poikkileikkaus ja teräsverkot tierakenteissa; Tulokset V-poikkileikkauksen 
 ja  teräsverkkojen käyttökokeista  tien pituussuuntaisten halkeamien 
ehkäisyssä. TIEL 4000043 
48/1993 Geopalveluiden maksu- ja mittausperusteet; Geopalveluyksiköiden tulos - 
laskelmat. TIEL 4000049 
48/1994 Päällystettyjen teiden heijastushalkeilun esto, esiselvitys. TIEL  4000088 
TIELAITOKSEN TUTKIMUKSIA 
4/1992 	Tiepenkereen holvautuminen, loppuraportti. TIEL 3100005 
5/1993 	Arktinen tienrakentaminen, Kilpisjärven hankkeen yhteenveto. TIEL 3100011 
TIELAITOKSEN SELVITYKSIÄ 
1/1992 	Pystyojanauhojen laatuvaatimukset; laadunvalvonta ja testaus- 
menetelmät. TIEL 3200057 
31/1 992 	Pohjaveden maatiivistesuojantiivistäminen. TIEL 3200086 
46/1 992 	Syvästabiloinnin laadunvalvontaohje. TIEL  3200099 
62/1 992 	Hienoaineksen vaikutus stabiloidun moreenimurskeen pakkas - 
kestävyyteen. TIEL 3200112 
68/1 992 	Tien pohja- ja päällysrakenteet -tutkimusohjelma (TPPT), 
perussuunnitelma. TIEL 3200118 
69/1 992 	Rakennettujen ja perusparannettujen  teiden tasaisuus. TIEL 3200119 
78/1992 	PTM -auton tuottamien tunnuslukujen käyttökelpoisuus ja vertailtavuus  
sekä niiden yhteys laser-mittauksiln (lAI, 1R14, P1/Laser). 
TIEL 3200134 
8/1 993 	Sitomattoman kantavan kerroksen rakentaminen. TIEL 3200135 
15/1993 	Masuunikuonan käyttö sitomattomissa päällysrakennekerroksissa. 
TIEL 3200142 
16/1 993 	Betonipäällysteen seuranta; Vt 4 Kempele-Kiviniemi, seurantaraportti 
nro 1. TIEL 3200144 
19/1 993 	Teiden kuntoa ja palvelutasoa koskeva seurantatutkimus. TIEL 3200145 
20/1 993 	Moreeni ja sen käyttö. TIEL 3200146 
26/1 993 	Bentoniittimattojen ja muovikavojen kelpoisuus pohjaveden suojaukseen, 
tutkimuksia ja suosituksia. TIEL 3200152 
34/1993 	Kalliomurskeiden tiivistyminen  ja hienoneminen, esitutkimus. TIEL 3200159 
36/1 993 	Palaturpeen käyttö lämmöneristeenä, raportti koerakenteiden 
rakentamisesta. TIEL 3200161 
38/1993 	Sitomattomien kerrosten kiviainesten muodon muutosominaisuudet; 
Kirjallisuusselvitys. TIEL  3200163 
39/1993 	Sitomattomien kerrosten kiviainesten muodonmuutosominaisuudet; 
Esiselvitysvaiheen kuormituskokeet. hEL  3200164 
40/1 993 	Teiden tasaisuusmittareiden  vertailu; PTM:n, Roadmanin ja Dipstickin 
laitevertailu sekä epätasaisuuksien vaikutus tierasitukseen. TIEL 3200165 
41/1 993 	Stabiloidun materiaalin maksimiraekoon sekä koekappaleen koon ja 
muodon vaikutus puristuslujuuteen. TIEL  32001 66 
TIELAITOKSEN SELVITYKSIÄ  
47/1 993 	Väsymissuorat tierakenteen mitoitusta varten. TIEL 3200172 
59/1 993 	Valtatien 3 routamitoitus routanousun  mukaan välillä Riihimäki  P - 
Virala. TIEL 3200184 
60/1993 	Jännitys- ja muodonmuutosmittaukset tierakenteessa 1991 -1 992;  
Pohjaveden pinnan vaikutus, tienpinnan taipumamittaus eri lämpö-
tiloissa, vertailu standardi paripyörä - Neste Oy:n kantavuusradan 
pyörä. TIEL 3200185 
68/1993 	Kuitukankaat tienrakennuksessa; Uudistetun VTT-GEO luokituksen 
mukaiset laatuvaatimukset. hEL 3200193 
71/1 993 	Nonwoven Geotext es in Road Constructions. TIEL 3200193E 
76/1 993 	Rakennetlujen ja perusparannettujen teiden tasaisuus 1992-1 993. 
TIEL 3200200 
77/1 993 	Moreenin jalostaminen. TIEL 3200201 
81/1 993 	Vt 12 Veittostensuon syvästabilointi,  tutkimusraportti. TIEL 3200205 
82/1 993 	Emulsiopäällysteiden suunnittelu ja rakentaminen. TIEL 3200206 
4/1 994 	Strategic Highway Research Program (SHRP) - Long-Term Pavement 
Performance (LTPP); Materiaalimodulin määritys takaisinlaskentaohjel-
maIla sekä tierakenteen vaurioitumisajankohdan ennustemallit. 
TIEL 3200213 
7/1994 	Tien pohja- ja päällysrakenteet, tutkimusohjelma (TPPT). Tutkimus- 
ohjelma vuosille 1994-2000. TIEL 3200218 
8/1 994 	Roudan vaikutusten mallintaminen. TIEL  3200219 
12/1 994 	Jännitys -ja muodonmuutosmittauksettierakenteessa  1992-1993. 
Roudan sulamisen simulointi, pohjaveden pinnan vaikutus korkeassa 
lämpötilassa ja päällysteen reunan vaikutus. TIEL 3200223 
24/1994 	Tien pohja- ja päällysrakenteet - tutkimusohjelma (TPPT); Työn 
toiminta- ja laatusuunnitelma vuodelle 1994. TIEL 3200234 
28/1 994 	Sitomattomien kerrosten kiviainesten muodonmuutosominaisuudet; 
Vuoden 1993 kuormituskokeet. TIEL 3200238 
30/1994 	Kallioleikkaukset. TIE L 3200240 
45/1 994 	Maan routimisen termomekaaninen malli  ja sen laskelmat. 
TIEL 3200254 
47/1 994 	Masuunihiekan käyttö päällysrakennekerroksissa. TIEL  3200256 
53/1 994 	Kalliomurskeiden tiivistyminen ja hienoneminen, loppuraportti. 
TIEL 3200262  
(Geoteknhlkan informaatiojulkaisuja:)  
2/1 993 	Massanvaihto. hEL 3200127 
21/1 993 	Pengerpaalutus. hEL 3200147 
23/1993 	Pohjanvahvistusmenetelmän valinta. TIEL 3200149 
24/1993 	Tiegeotekniikan yleiset mitoitusperusteet. TIEL 3200150 
39/1994 	Tiepenkereen siirtymärakenteet pehmeiköllä. hEL  3200248 
42/1 994 	Nauhapystyojitus. hEL 3200251 
ISSN 0788-3722 
ISBN 951-47-9437-0 
 TIEL  3200254  
